GUIA PARA LA ESTIMACION DE
MCDELOS ARCH

Alfonso Novales

Documento 90-11

Julio 1990

El autor agradece los comentarios recibidos de

Juan Ayuso y M® Luisa de la Torre,



CONTENIDO

1. Introduccidn

2. Justificaciébn del modelo de

heterocedasticidad autoregresiva

3. El modelo univariante ARCH
3.1 Propiedades del meodelo AR{L) con
estructura ARCH
3.2 Momentos de orden superior
3.3 Funcioéon de verosimilitud del modelo

ARCH(p) univariante

4. El modelo ARCH de regresidn
4.1 Estimacidén de méxima verosimilitud del
modele ARCH de regresidn
Procedimiento de estimacion sugerido

4.3 Contrastes de estructura ARCH

5. El modelo ARCH en media (ARCH-M)
5.1 Estimacién del modelo ARCH-M

3.2 Casos particulares

6. El modelo ARCH generalizado (GARCH)
6.1 EIl modelo GARCH(1,1)
6.2 E1l modelo GARCH(p,q)
6.3 Identificacién de modelos GARCEH
6.4 Contrastes de estructura GARCH
6.5 Estimacién de mdxima verosimilitud del

modelo GARCH de regresiodn



1. INTRODUCCION

l.a. creciente disponibilidad de datos
procedentes de los mercados financieros hace que
un  numero creciente de investigadores dediquen
parte de sus esfuerzes al andlisis empirico de las
miltiples cuestiones tedricas de interés relativas
a tales mercados. Dentro de este &drea de trabajo,
ia modelizacidén tipo ARCH ha gido wutilizada en
maltiples ccasiones, sin duda debido a los
aceptables resultados empiricos que ha wvenido

proporcionando.

A pesar de la existencia de software

destinado, mdés o menos especificamente, a la
estimacién de este tipo de modelos, puede ser
preferible, en ocasiones, llevar a cabo la

programacioén de la estimacidn mdazimo-verosimil de
la estructura ARCH por parte del investigador.
Ello se debe a que, en algunos casos, las rutinas
de evaluacidén numérica de las derivadas de primer
y segundo orden incorporadas en los paquetes
estadisticos sugeridos no son suficientemente
precisas como para garantizar la convergencia del
proceso de estimaciodén. Por todas estas razones, el
investigador puede preferir tener total control
del «c¢édigo de programacién que utiliza en la

estimacidn del modelo.

En nuestra propla experiencia, hemos
comprobade gue, en ocasiones, un proceso de
estimacidén de maxima verosimilitud que resultaba
no convergente wutilizando expresiones analiticas
gs6lo para las primeras derivadas de la funcidn de
verosimilitud, ha resul tado rapidamente
convergente al utilizar dichas expresiones para
las primeras y sepundas derivadas. También hemos

comprobado que los problemas de convergencia del
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algoritmo de estimacidén cuande no se wutilizan
expresiones analiticas para las derivadas parecen
mads frecuentes en modelos con pocas variables
explicativas. Por el contrario, modelos de
regresidn con estructura ARCH y con un cierto
nuimero de wvariables explicativas relevantes han
alcanzadoe generalmente la convergencia en la
estimacién de mdxima verosimilitud sin necesidad

de recurrir a segundas derivadas analiticas.

Una segunda motivacidn para este
articulo consiste en la utilidad de recoger en un
mismo trabajo las diversas esgspecificaciones de

modelos con heterocedasticidad condicional.

El propdésito de este trabvajo es, por
tanto, proporcionar una introduccidén a los modelos
ARCH, desde el punto de wvista de la estimacidn de
dichos modelos, prestando especial atencidén a tas
expresiones andliticas del wvector gradiente vy Lla
matriz hessiana precisas para utilizar el
algoritmo iterative numérico mnecesarioc para la
estimacidén de maxima verosimilitud. Es en este
dltimo aspecto donde reside su contribucidn
original, por no aparecer de forma suficientemente
explicita dichas derivadas en los articulos
habitualmente referidos en esta literatura. La
formulacién se hace de modo suficientemente
genérico como para que cualquier potencial usuario
pueda trasladar directamente las expresiones que
agquil se preporcionan a su propia aplicacidén, de
modo que pueda programay el algoritmo de
estimacién de mdxima veresimilitud sin mucho

esfuerzo.



2. JUSTTFTICACION DE LA MODELIZACION DE
HETEROCEDASTICIDAD AUTOREGRESIVA

Cuando se considera el modelo univariante:
Ye=p Yp-i+e, con |p|<l y ¢, ruido blanco ~N(0,02.)
se tiene que la esperanza matemdtica del proceso

estocdstico y, es 0 y que su varianza

2
Te

es ——-, donde ¢.?

es la varianza de €.

2
L-p

De modo mds general, si el modelo fuese:

Yy = atpy,_ (tey, lp|<l

o U
se tendria que: E(y,)=———-- y Var(y,)=———,

2
1l-p 1-p

por 1o gue la inclusidn de un término constante
afecta a la esperanza, pero no a la varianza del

proceso,

Los términos "“esperanza" y "varianza" que

acabamos de usar son incondicionales, o dicho de

otro modo, corresponden a la distribucidn marginal
de y,. Alternativamente, podemos preguntarnos

acerca de la distribucién condicional de y, dado

el conjunto de informacién Q,_., de que se dispone
en el instante t-1 que suponemos que incluye todo
el pasado de la wvariable y,: Q.. ,=(¥¢-1, Ve-2,
S
En tal caso:

E (yy/¥e-1) = o + py, .y

por lo que: y,-E(y,/y¢.1) = €,



mientras que:

2
Var (¥u/¥e-1) = Byoy (e -E(ye/Ye-1))2=E 16,2 = 0 < -~

donde estamos suponiendo que el modelo univariante
estd correctamente especificado vy, en particular,
que ¥,., Trealmente resume toda la iInformacidn
contenida en 1, ., acerca de y,. IIs importante
observar que, aun siendo distintas, las varianzas
condicicoenal e incondicional son ambas constantes

en el tiempo,

Esta distincidn puede generalizarse a
todo modelo de vregresidén: y, = X, 'f + u,, con

variables x, deterministas y u, ruido blanco, con

distribucidén Normal. La distribucidn de Ve
condicional en €,., es, en este caso, también
Normal, c¢on esperanza vy varianza: By, =x, "8
Var (y,)=0,%. Sin embargo, si uy tiene

autocorrelacidén de orden 1, por ejemplo:
Uy =pu,_,+e,, donde e, es ruido blanco, entonces la

distribucidén marginal de y, es:

N(x, f,0,%), con 0,2 = ———— | mientras que la

distribuciodon condicional es:
Ve /g o ~N(pye 1+ (' -pr'y_1)8; Uez)

con menor varianza que la distribucidn marginal

(recordemos que o 2=0,%.(1-p%)).

Utilizar como férmula de previsidén la
esperanza condicional E(y,/f1,. ;) resulta éptimo =i
se quiere minimizar el error cuadrdtico medio

(ECM) de la previsién resultante. Lste tipo de



mecanismo de previsién {(que puede obtenerse, bhajo
determinados supuestos, a partir de un modelo
univariante Box-Jenkins) genera buenos resultados
en comparacidén con procedimientos mds complejos,
come la utilizacidén de modelos econométricos de
gran tamartio. Sin embargo, mno se utiliza la
varianza condicional de y, para tratar de mejorar
estas previsiones y ésta puede ser una informacidn

relevante.

LEn qué sentide puede utilizarse la
varianza de la distribucién condicional ©para
mejorar la previsién?. Si dicha wvarianza es
constante y el objetivo es obtener la previsisén

con menor ECM, esta informacidén no es relevante;

sin embargo, si la wvarianza no es constante,
ignorar tal hecho conduciria a estimadores
ineficientes y por ello, coen  intervalios de

confianza para la previsién mds amplios, asi como
con mayor variabilidad de 1la propia prevision
puntual, como reflejaria la mayor amplitud del
rango de sus valores posibles, para un nivel de

confianza dado,

Los textos habituales de Econometria
describen los procedimientos para mejorar la
eficiencia de las estimaciones en situaciones de
heterocedasticidad, especialmente cuando ésta se
hace depender explicitamente de variables de
dentro o fuera del modelo. Se describen asimismo
los contrastes de la hipétesis nula de ausencia de
heterocedesticidad. No es tan habitual encontrar
referencias a una situacidn especial de
heterocedasticidad que puede ocurrir en datos de
series temporales y cuya deteccidn ¥ tratamiento
ha sido el objeto de diversos trabajos de

investigacioén en los Gltimos afios.



Supongamos, por ejemplo, que los errores de
estimacién (residuos) grandes y pequeifiocs de un
modelo de regresién aparecen agrupados a
intervalos; elle sugiere que la wvarianza del
término de error cambia suavemente en el tiempo, ¥y
que podria predecirse a partir de los residuos
previos. De este modo, se especificaria una
dependencia del tipo: o,% = fle,-1%, €22, ...

2 denota la varianza de ¢,, cambiante en

donde o,
el tiempeo, y f es una funcién continua del vector

de residuos pasados, elevados al cuadradol.

Existen, ademds, teorias que requieren la
modelizacidn v estimacién numérica de wvariables
que rvepresentan la volatilidad de y, (generalmente
de su componente no predecible)}, gque pueden
asociarse al concepto estadistico de wvarianza
condicional. Asi, en Finanzas, las carteras de
activos de inversidén se escogen a partir de la
media y wvarianza esperadas de las tasas de rendi-
miento. Cambios de cartera deben explicarse por
estos factores; sl se especifica un modelo
economeétrico tradicional para el rendimiento medio
egperado, su varianza queda restringida a una
constante y no es, por tanto, consistente con el

supuesto tedrico de partida.

Necesitamos, por tanto, desarrollar
modelos econométricos en gque se permita que la
varianza del proceso de perturbacidén cambie en el
tiempo. Una posible alternativa son los modelos

ARCH, que describimos en las secclones siguientes.

! Los residuos se incluyen como argumentos de

f elevados al cuadrado, para hacerlos comparables
con la varianza o,?.



3. EL MODELO UNIVARTANTE ARCH: (Autoregressive

Conditional Heteroskedasticity)

Consideremos la siguiente generalizacidn de

un proceso de ruide blanco:

donde e, es ruide blanco, con o, = 1

y hy es una funcién contenida en el conjunto de

informacién disponible en el instante t-1, Q...

En consecuencia, se tiene que Ey, = 0, y también:
2 2 2

Var y, = oy = E y,? = E[Ey_y (e, hy)]=

= E[hy?.E,_;6,%2] = E{h, %0,%) = Eh,?
e 2 z 2
Varg .y ye = Ep g (eghy®) = by ®Eygey® = hy?
Si suponemos, por ejemplo, que:;
2 2
hy = §4+81 yo-q, con §,>0, 6,20,
se tiene el modelo ARCH de orden 1, puesto que la
varianza condicional depende de un retardo de y,.
En términos de la distribucidén condicionada de y,,

suponiendo ademds Normalidad, se tiene el modelo:

(L Ve /.., se distribuye N(0,h %)

he? = §,+48,y,.:2, 64,6,>0

o mds generalmente: h. %®<=h(y.,.,, ..., Ye-ps6)-

[Mocdelo ARCH de orden p].
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3.1 Propiedades del modelo AR(1) con estructura

ARGH.

Examinemos las propiedades de un proceso
univariante AR(1) con estructura ARCH(1l). En
particular, prestaremos especial interés a las
semejanzas y diferencias gue presenta con respecto
a un proceso AR(1l) habitual. Sea el proceso:

Ve = P Ye-q +teo, lpl<l, donde E,.q1 €,=0,

Ey.p€p2=h,?, ¥y hy%=6, + 816,

Se tiene:

1 2
Ey, =0 y Var y, = - Te
1-p%
ahora bien, Var ¢, = E €%, = E E,_,e,2 = Eh,?2,
pPero:
Ehy? = 6,46, .Eey,_ 42 = 6,+8,=Eh,_,? y, bajo el
supuesto de estacionariedad, se tiene:
Eh,? = Eh,.,%, por lo que si |§,[<l, entonces:
2 e 1 b
Var e¢y=E hy = ————, por lo que: Var y, = ————.———=—
1-6, L-p% 1-6,
Ademds: Eepe,., = E[E,.; (e ey .3)) = (Ee,_ 1 )(E _,¢,)=0,

y lo mismo ocurre para desfases mayores, por lo
que ¢, no presenta autocorrelacidén. Sin embargo,
las perturbaciones ¢, no son independientes, pues
sus momentos de segundo orden estdn

correlacionados.
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El modelo ARCH(1l) puede escribirse también:
h.?2-0,% = § (¢ 2 - g,.%) or lo que la varianza
t € 0+ Vfg- e" ), P 9
condicional del término de error, h,?, excede a su
varianza incondicional, o¢.%, en aquellos periodos
en que el cuadrado del residuo previo excede a su
varianza. Es decir, sorpresas altas (positivas o

negativas) hacen que la varianza condicional de ¢,

el periodo siguiente sea asimismo elevada.

En cualiquier caso, es importante observar
gue tanto la esperanza como la varianza
condicionales de y, dependen de la informacién
dispoenible en cada instante y mo son, por tanto,
constantes.

2 &8 la wvarianza

Notese que puesto que h,
condicional de e¢,, ha de ser positiva, por lo gue
los parametros 8, y &6, deben ser positivos. Para
los resultados anteriores es preciso, ademds, que
|6,]|<l. Una estimacién de §5<0, aun pudiendo ser
compatible con h,2z0 a lo largo de todo el
intervale muestral utilizado, debe generar

sospechas de mala especificacién de la estructura

ARCH.

3.2 Momentos de orden superior

Si suponemos que €, sigue una distribucidn
Normal, sus momentos de orden impar serdn nulos.

En cuanto a los momentos de orden par, ya hemos

visto que E¢y ? = ———— . Para obtener los de orden

superior, recordemos que el momento de orden 4,
respecto al origen, de wuna wvariable Normal es
igual a 3 veces el cuadrado de su wvarianza, es

decir:
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Bey® = 3[Eey?]% = 3[E(Eg_1€e,2)]% = E[3(8y + 81¢,.,7)%) =

by 2 4
= 38,% + 6846, ;——— + 36, E €, 4
-8,
Bajo el supuesto de estacionariedad, es

decir, si [6,]<l, se tiene:

2.8, 1+6,
36,2 (1 4 ———) 365% . ———— ,
L-6, 1-8, 1-6,°2
Fe & O E e e S s e = 3(Var ¢ N ) -
1-35,2 1-36,°2 1-36,2

por lo gque el momento de orden 4 de ¢, satisface
una relacidén similar al de wuna wvariable Normal
independiente e idénticamente distribuida, es
decir, sin heteroscedasticidad, solo gque con un
factor adicional que excede a la unidad. Ello
quiere decir que las colas de su distribucidén

tienen més densidad que las de la distribucién

Normal. En particular, los momentos de cuarto
orden podrian no existir, lo gque ocurrird si
§,>/1/3. De este modo, al aumentar §&,, se van

teniendo resultados de inexistencia de momentos de

order par.

Por otra parte, la cota |6, |<1 debe
satisfacerse para obtener la estacionariedad del

modelo, condicidén que, en general, se expresa:

Teorema .- Un proceso ARCH lineal de orden p con

2 2
he? = §g4bi6eg-q + ... F6,60.,, 6,20, §,>, ..., §,>0,

es estacionayio en covarianza si y sdélo si las

raices de la ecuacién caracteristica de h,? caen

fuera del circuleo unidad.



condi

especificacidén correcta el modelo ARGCH que

estim

3.3

Dicha

cidn

ado .
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estaclonariedad 5e toma como una
necesaria para aceptar como
se ha

Funcién de verosimilitud del modelo ARCH (p)

univariante

Cada observacién tiene distribucidn
condlicionada Normal, aunque la distribucidn
conjunta del wvector y de dimensidon (Txl) no es
noermal. El logaritmo de la funcidn de
verosimilitud condicionada puede escribirse:

1 1 7 1 T 1 etz
L = - 1n 1lik = —-— Zly = - e 5 —— In (h, ?) + ——-
T T 2 T 2 2 2h, *?
salvo constantes, donde 1, denota el logaritmo
neperiano de la contribucién del periodo t a la
funcidén de verosimilitud.
pxl
al, 1 8htz etz
R —_— ——— ] donde § es un
a6 2h, 2 aé h, ?
vector pxl, y el resto son escalares, y:
2
1 dh,
2 2 2 2 2 e
al, 1 dhy | |3h, €y €y 2h, % 36
mmmmmm = e e e — —— —— e + ——n 1 e e e e e e e e e o
, 4 s 2 2
3886 2h, 36 86 h, h, a8
S e e

EC. /0. 1)=1E(./0,_ ,)=0
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=>por lo gue la matriz de iInformacidn resulta:

2 2

T 1 1 dh, dh

Igg = & —— E —— e —_
2 27T ht“ aé Jé

pxl lxp

2 2
1T 1 8h, ahy

i 6 6‘ = e F e e -
T 2 2h,* as 36

En el caso habitual en que h se supone una funcién

lineal:

hy?=8o+6,6y.9%+ ... + b e,.,% => h, %= z,'6 donde
zo'= (Lyegg®, oo, ft-pz) J

§'= (64y.64, .., SP), entonces las expresiones

anteriores pueden escribirse:

al, 1 €2 1 T Zy #Z,'
(2) ——m = e .z [ - wl] e lgg = ———.8 —mmmmmee
36 2h, ? h, 2 21 1 m*

que resultan utiles al programar la estimacidn
numérica del vectotr gradiente v la matriz
hessiana. Estos, a su vez, se utilizan en un
algoritmo iterativo del tipo de "scoring" para
obtener el estimador MV de los pardmetros del

modelo.

De este modo, el algoritmo numérico de

estimacién quedaria:



i+1

por

estimacidn del vector §

iterativo,

una regresidén de la variable [
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5 IL - T Z4 2y T Zy €y’
§;-[Iggl ™t — =86, -| & ———— B DR ——
8é L h,t ! h,? |h, 2

lo que la wvariacidén a introducir en la

en cada etapa del proceso

viene dada por los coeficientes MCO en

2
€¢

-1 ]sobre el
ht2

vector (p+l)- dimensional z, /h, 2.

supone
egtructura,
modelo.
espacio paramétrico,

en la estructura ARCH,

estructura ARCH({P)
de

La consideracidén de una

estimar p+l pardmetros dicha

junto con los restantes pardmetros del

Para linmitar la dimensionalidad del

aunque manteniendo p retardos

en ocasiones se utiliza la

parametrizacidén de h, ? siguiente:

2 P
hy = 6§, + §;Z,w,;¢,.;,, en cuyo caso se tiene:
2
aht P 2
———— (1,5,), donde S, = Z,w,¢,.;, ¥y el algoritmo
a8
funciona como el de un ARCH(l), con S, jugando el
papel de €,.;. Sin embargo, hay que notar gue la

condicion

de estacionariedad debe comprobarse a

partir de las raices del polinomio:

l'slwlB“

.-, 1-6,w,B?, no en la raiz de: 1-6,B.
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4, EL MODELO ARGH-DE REGRESION

El modelo ARCH de regresidén es la extensién
natural del modelo ARCH univariante, en el sentido

de que es ahora el término de error de un modelo

de regresidén qulen acepta una estructura ARCH.
Por otra parte, se contempla la posibilidad de que
las variables explicativas del modelo de regresidn
entren también como variables explicativas del

modelo de heteroscedasticidad.

Asi, el modelo es:

yt/gt—l"N(Xt,ﬁ* htz)

hy?=h(ey.1, ..., €gop, 6)

o, mas generalmente:

hgz = h (et,—_]_: e fpepy By Fpoa e Ry, §)
2
1 1 ., 1 e, 1 1 1
ly, = - -in 27- -~ In h, - = ——— =-— 1n 27 -- 1ln h, ? -~
2 2 2 h,? 2 2 :

Si denotamos por f# el vector (8,0%), se tiene:

aL 1 dh, 2 e, e,
——= = = % [(ey?-hy?)h, 4] === B ——m e
a6 2 3 t h % 3¢

donde: 8¢,/380 = (-x,,0).

S5i no aparecen retardos de la wvariable
endégena como variables explicativas del modelo de
regresiodn, entonces el estimador MCO aplicado a
este modelo, satisface el teorema de Gauss-Markowv.

Sin embargo el estimador MV es mds eficiente.

(yt'xtrﬁ)z



4.1 Estimacidn

17

de maxima verosimilitud del

modelo ARCH de regresidn

Para poder wutilizar un algorimo del tipo

Newton-Raphson
precisamos de 1
gradiente y la
separado las

subvectores S vy

en el cdlculo del estimador MV
a expresidén analitica del wvector
matriz hessiana. Obtendremos por
derivadas con respecto a los

8.

Las derivadas de cada término de la funcidén

de verosimilitu
coeficientes de

dadas por:

d con respecto al wvector B de

lag wariables explicativas wvienen

al, L 1 8h,* 1 0?2 3h, 2 €y X,
i T e e e o o i e e e e e e
as 2 h,* 88 2 h,* 88 h, ?
2 2
€y Xy 1 dh, € ¢
—————— Ty g
h, 2 2h, 2 ap h, 2

dh, * dey g dey .y P
—mm= = §y e FooHE, mmemm = 22 D) G XL 6q.y
apg ap ap
aly €y Ky 1 €y 2 o
implica: ——== = ——== - v (——— 1) B, §,%,_ ;€4 ,
apg h,? hy? h, 2
JL 1 . 81,
por lo gque ———= == 5, ——— puede escribirse:
a8 T ap
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3L 1 T 2 P
——= = = 2 oxpey [(hy)Tt - 285 (hyy )7 (egay -hpa)
ap T !
1
= — X X €,5,
T & t

donde S, denota el corchete en la expresidn

anterior.

Derivando de nuevo, se tiene:

%L T XXy ' 26.%, " 8h.*? 1 €y 2
e 21 T T I T S
8p8p" h, 2 h, * i 2h, h, ?
dh, 2 dnh, 2 €2 8 1 dh, 2
) (' (= 1) — (e )
ap a8 h, 2 a8 2h %  ap

y, tomando esperanzas condicionales en 0,., ¥y
utilizando las propiedades: E,. , e,=0;E, .,¢,%=h ?,
es decir, E,_,(e,?/h,?)=1, se tiene la matriz de

informacidn:

1 r 8% L
gp = - — E ? g““g“““ -
T 8 9p:
2 '
1 T Ry Ky 1 & hy d h,
m = B | e + e it
T ! h? 2ht 8 B a p
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1 T Ry X' 1 P :
= ——— F | e + e 22 61 Ke-q4 €g-g -
T 1 h? 2h* t
t t
2
1 T Ky Xy Pz €g-4
D> T [ ——— + 22 § == Ky Keg-z
T 1 h2 1 i hlo
t t

donde se han ignorado Jlos términos de productos
cruzados €y.; . €y.; cuando i # j. Esta expresiodn

también puede escribirse:

1 - v
Igg = - = % xyx, ' |[(hy)™ '+ 2¢,% B 8 (hy, )77 -
T 1 o1
1
= - ET X, %, 'T,?
1 Lt t

2 denota la expresidén dentro del corchete,

donde x,
mientras que las derivadas con respecto al

subvector §:

2
al, al,
Y se obtienen del mismo modo que en el
as a6as’

modelo ARCH simple, es decir:

2 4
§ L 1 T 1 €y & hy
wwwww R T T 1 ——
8 s T 2h? h? 8 6



20

d hy 2 2
con e = (L, €41, <. , €g.p) = ey, por lo que:
& &
aL r 1 €, 2
—— = 5 I § ey ,
g6 1 2h,% h,?
¥
z 2 '
3% L 1 d hy & hy
R R — I
a6 aé&' 2h* 4 & a b

donde e, denota el vector de dimensidn p+l antes

definido.

Un proceso ARCH se dice gimétrico si la
funeién h,? y su vector gradiente (respecto al

vector §6) son funciones reales pares en todas sus

componentes e, _,%, ..., €,..%, mientras ue las
t-1 tL-p

derivadas parciales de h,? respecto de et_Pz,...,

etupz son funciones impares en 6,, ..., §,.
Lema.- Si un modelo ARCH de regresidén con &, > O,
5., .., 6p =20 es simétrico, se tiene:
2 2
1 T 1 dh, dh,
Igg = == . T E | ————= - — = 0
1 2h,* dé ag
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lo gque implica que la estimacidén de 6§ y S por

separado es asintéticamente eficiente.

Demostracidn:

2 2
3% 1, 1 €, 2 8 h, 8 hy, e,x, 8h,?
————— ™. me— ———— o] e e e sy e e e e
asap 2h* | h? a g a s b, * aé
& %
P 2 p
1 €y & h, 4 h, 1 €2 82h,*
. — PR [ e e o i + , - 1 e e e e o
2 h? h a p g é 2h, 2 h, * a&ap
t t .
Como:
2
a hy 2 2
mememe e ey o= (L, e g, oo, ey o),
g é
¥y
dhy? P
e o=e 2 % 6y Ryl €y,
0B !
ambas derivadas forman parte de 2, ;. lo mismoc que
ccurre con hthlz. De este modo, tomando la
esperanza matemdtica del primer término ¥

utilizando la descomposicidén: E= E E,_.,, se tiemne

que dicha esperanza es igual a:

1 dh % 8n. 2 €y 2
P oy [ ]
2h, ap aé hy ?
que es 1gual a cero, ya que Et—1€t2=ht2— Un

razonamiento andlogo puede hacerse para el segundo

término, En cuanto al ultimo término, bhasta
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84h,
observar que ———— también pertenece a {i,.;, por
g6ap

lo gque de nuevo, puede reallizarse un argumento

como los anteriores.

4.2 Procedimiento de estimaciodon sugerido:

En base a los desarrollos anteriores, puede

proponerse la siguiente estrategia de estimacidn:

1) Estimar 8 por MCO y obtener residuos €, .
2) Utilizar €, para estimar § por un algoritmo
iterativo.

3) Utilizar &§ para estimar 8 e iterar.

En cada etapa del proceso se sugiere utilizar el

algoritmo de "Scoring":

-1 1 T 81,
Pis1 = 05+ |Tgg o
f, S R T

que s6lo reguiere derivadas primeras de la funcidn
de verosimilitud. La descomposicion de este
algoritmo en las etapas 2 y 3 anteriores, que
utilizan el algoritmo para los subvectores B y §
por separado es eficiente gracias al lema

anterior.

Puede wverse fdcilmente que el algeritmo

iterativo del vector 6 puede escribirse:

.41 = 6, + (2 Z) v zv ¥
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donde:
2
Zy = (1, e .y, == €y_,) / hy
zZ' = (Z,, Z,, ——— , Z;) es pxT
2z 2
Y = (Et/ht) -1
Y = (y,, ¥1., ——— , ¥.) e85 Txl
5 -
donde: ¢,, hy y &, provienen de 1la estimacildn
previa. De este modo, cada iteracioén puede

obtenerse mediante una regresidén de y, sobre el
vector Z,. La matriz de informacidén estimada,
dividida por el tamafio muestral, se toma como
matriz de covarianzas del estimador MV del wvector

5.

Dicha matriz de covarianzas mno es sino:
2(z'7) ', donde Z es la matriz de observaciones de
las wariables explicativas, En muestras finitas,
esta matriz no es la proporcionada por la rutina
de estimacidén, pero asintdéticamente es vdlida, ya

que en dicha regresidén se tiene;

2

€y €y
o? = Var -~ -1| y como === " N(0,1),

2 B

hy

2 2

Et _ 2 6t.
entonces: ———— X, y Var ———— = 1
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Las iteraciones sobre el vector g

pueden hacerse:

Bivq = By + (X'X)"1 X'e
donde se ha efectuado la transformacidn de

-~
~ ~

variables: x, = x, v, vy e, = €,5./r,, por lo que el
término de la derecha puede de nuevo interpretarse
como el vector de coeficientes estimado en una

regresién de ¥, sobre el vector X,, y la matriz de

infomacidén estimada para el subvector B dividida

por el tamafio muestral, que mno es sino 2(X'X)" 1!,
se toma como matriz de covarianzas del estimador

MV del wvector f.

Se utiliza en cada uno de log dos casos como

criterio de convergencia el estadistico G:

aL ! 2L "' 8L .
G = —— | ————— ———  que gse distribuyelxp, v
ag ag ag’ af

puede probarse que coincide con el R? de la ultima
regresidn efectuada. Si dicho estadistico toma un
valor superier al de las tablas, se interpreta que
el cambio en la estimacidn es grande, vy se
continta iterando. En caso contrarioc, se detiene
el proceso de estimacidén, conservando el uwltimo

valor obtenido.



S =

por

dL

ap

que

que

2

2
Con la parametrizacién: h, = §,+8,5, donde
P 2
Z W;€,.;, Se tiemne:
1
2
dh, o
= (1,8¢) ¥y === = -28; Ty WiXe.y €y
ap
lo que se tiene:
2
L T €&y 6y €y 13
= == B, |=——— e -1) B oWy .
2 2 2
T |59 h, h,
puede tamblén expresarse:
2
1 T 1 P Wi o+
I 21 _____ ‘5121 __________ "1
2 2 z
T hy by by
es claramente un vector kxl, y:
2
1 T 1 2 2 P Wy
Igp = —— Z; ———— 42 &, €, |B; ————— Ry ®'
2 4
T hy by

5

3 g -

t

H]

¢ Gt
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mientras que:

1 € 1
8ly /8 § = === | | ————— -1
2h? h?
t t St.
1 1 1 s,
Tgg= —= ;7 ————o
T 2h, ¢ S, S.%

con independencia de la composicidén del wvector de
variables explicativas Xy en el modeio de

regresidén.

El algoritmo de estimacidén puede, por

tanto, escribirse:

z
1 2 2 ¢ Wy
———— + 2, &, X, ———— Xy %y 0
3 4
~ h by g
=g+ 1 =T - .
R 1
ity |9
i

o 1 1 S,

4 2

2hy Sy 5.

8L/38

aL/a8é




aL
donde -———

a8
81+1 = 31

que puede

Cuando,

seccidn,

htz = 60

1, 81,
= e 3 e
T * ép
1 s,
T
+ =
1
S, S

verse como el

por

resultado de una

lo que,

como hemos supueste al comienzo

en particular:

1 1
sobre el par de variables: ——- .[St]

de esta

se utiliza la parametrizacidn mds amplia:

2
+ by €eL4 ..

2

S R

entonces la matriz que aparece arriba no es

, sino

Ll o i)

regresidn de:
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1

mientras que en vez del vector S.] se tieme el
vector: 1

€e-1

€t"p

de modo que Lla parametrizacidén reducida puede
verse como una reduccidn de una estructura
ARCH(p) a una estructura ARCH(l), donde S, juega
el papel de e,_,.

La idea del procedimiento de estimacidn
consiste en comenzar del vector B estimado por
MCO, generar los residuos y utilizarlos del modo
gue acabamos de ver para iterar sobre el estimador
de §. La matriz de covarianzas de los coeficientes
estimados se obtiene del mismo modo que en la

especificacién general del modelo que antes vimos.

4,3 Contrastes de estructura ARCH

Con cardcter previec a la estimaciodon, deben
llevarse a cabo los contrastes de estructura de
heteroscedasticidad del tipo ARCH, donde la

hipdétesis nula es:

2
Hy: h, = h,; constante,
es decir, ausencia de heterocedasticidad, frente
a:

2 2 2
Byt hy=h(z,'8), donde z,= (1,ep.7, ..., €4.5)

El estadistico utilizado para llevar a cabo el
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1 2
contraste es: — y Z (Z2'Z)"1 7'y ~‘XP
2
2
ey
donde y = [( — - 1)] wector Txl, aunque
h, 2

omiteremos las p primeras observaclones; vy
Zi= (zp+1', ..., 2Z¢') por lo que Z es de

dimensidén (T-p) x (p+1l).

Como puede verse, el contraste es
condicional en un orden p del modelo ARCH
especificade en la hipétesis alternativa H,, por
le que debe realizarse para wvarios wvalores de

dicho parametro.

El contraste es agintdéticamente

equivalente a utilizar el producto T.R? donde R?

2

procede de la regresidén de e ” sobre una constante

y p retardos suyos, todos ellos obtenidos bajo la

hipotesis nula; dicho producto se distribuve de

2
b

de libertad no incluye la constante). Por esto es

acuerdo con una variablefx (el nimero de grados
que el correlograma de los residuos al cuadrado
puede utilizarse en la identificacién del orden p

del posible modelo ARCH.

Este contraste es valido con
independencia de la forma funcional de h,, siempre
que ht2 dependa de § tan sélo a través del

producto z,'§.

Para contrastar un modelo ARCH de un
determinado o¢rden frente a una estructura ARCH de
orden inferior, por ejemplo, para contrastar la

hipétesis nula:

H, @ 6, = 0
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2 2 2
en el modelo: h, = 6§, + &, e,., + &, €,.,, se

efectia una 1teracidn a partir de la estimacidén MV
del modelo de orden inferior, permitiendoc esta ve:z
que &, sea distinte de cero, Yy se utiliza el
estadistico R? de la regresién correspondiente a
tal i1teracidén. Equivalentemente, se compara con
una xlz el producto TR?, donde R? proviene de la
regresién de un vector de uncs sobre el vector

gradiente de la funcidn de veresimilitud.

El interés de este segundo contraste
estriba en que el test de los multiplicadores de
Lagrange es mds sencillo gque el test de Wald, =i
el modele wya ha sido estimado bajo la hipoétesis
nula H, @ ¢ & $,. En efecto, si denotamos por §°
la matriz de observaciones del vector de las
derivadas parciales calculada para el modelo méds
general, pero evaluada bajo la hipdtesis nula,
dicho wvecteor coincide con los multiplicadores de
Lagrange, y sus varianzas vienen dadas por la
matyriz de informacidén, de modo que el test de los
multiplicadores de Lagrange utiliza el

estadistico:

2
TR,

]

@LM = 1'g¢ (Sor SO)"l gor 1

donde R,2 es el coeficiente de determinacidén no
centrado de una regresidén del vector de unos sobre
el vector de derivadas parciales evaluado bajo la
hipétesis nula y 1 denota un vector de unos, de
dimensidén igual al nimeroc de pardmetros gue se

pretenden estimar.

Los errores estandard gque se obtienen
de esta regresidén son asintéticamente véalidos, al
igual que en los casos anteriores. En efecto, la

matriz de covarianzas estimada no es sino 2(Z*z) !
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donde Z es la matriz de observaciones de las
variables explicativas. Aunque en muestras finitas
esta matriz no coincide con la proporcilonada pox
la rutina de estimacién, es asintéticamente
vdlida, exactamente por las mismas razones antes

vistas.
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5. EL MODELO ARCH-M

El modele ARCH-M (Engle, Lilien y Robins
(1987)), incorpora el supuesto adicional de que la
varianza del término de errer influye en cada
periodo sobre el nivel de la wvariable que se
pretende explicar, por lo que representa un nivel
superior de generalidad con respecto a los modelos
que hasta ahora hemos considerado. Tal supuesto es
muy apropiado en modelos financieros que traten de
caracterizar la magnitud de las primas de riesgo
Ve s definidas como diferencla entre el tipo
forward F, la expectativa actual del tipe futuro,
2 Ys+1 . La ildea es que siendoe h, una medida de la
incertidumbre existente en el periodo t acerca de
Yy, un mayor valor de h, supone, en el caso de
los mercados financieros, un mayor vriesge, que
podria aparecer reflejado en una mayor prima al
riespgo. Ello generaria, una mayor diferencia entre
¢Ye+1 ¥ el tipo forward F, que aparece a partir de
la condicién de ausencia de arbitraje,? por 1o
que la magnitud de la diferencia y, = TF, =~ Ty,

dependerd, en general, de h,.

Consideramos, por tanto, el modelo:

2 2

Y = a + F . g(hy)y + u,, u, ~ N(O,h,)
Fr 2
hy? = 6§, +6, 3, w, u,.;

donde mantenemos la parametrizacidn reducida de

h,# antes considerada.

2 Segun la cual F en términos continucs, es
t

la diferencia entre los tipos a largo y corto

plazo hoy wvigentes en el mercado, Véase porx
ejemplo el articulo: ";Incorporan Llos tipos del
interbancario una evaluacidn del riesgo?.

Documento de Trabajo FEDEA 90-08 J.Avuso,
A.Novales y M.L. de la Torre.



33

5.1 Estimacidén del modelo ARCH-M

El logaritmo de la funcidén de verosimilitud es:

donde:

2 P 2
hy = &, +6; %, w, (y,.;-a-8 g(h,.;))?

Es fdcil ver que:



donde ¢ denota

Teniendo

se Ciene:

gL !

H]
™
-

af

en cuenta que

Iy

el vector

dg(hy )
da
dg(hy)
R
ép
2
h,)
2
h,)
2
Bht T a g dg(
——— & A3, —— ——
2
ae by a4#
6 = (O:’, ﬁr 60’ 61
2 2
dg(hy) dg{hy) dhy
2
a6 dh, ad
Z
u, dg(h. )
1 - = |+ fu, —
2
hy dh,*

34

h.) 2
——— 8,
)

2
ah,
_____ l..

a4

o o

2
(hy )




donde

hay que incorporar la derivada:

26,

26,

P 2
E1 Wy g(ht»i) Uy -5
1
St

2 2 dglhy)
g(ht) = ht =% ———_— _—
2
ah,
2
T }- 1. U.t "261 El Wl U'i,'*:_
- - - 1- —— |+pu,
2 2 5 ,
ht ht, ..261 El Wi ut—i
1
I St
2
2 dg(hy ) 1
5.2.2. g(hy) = hy => ~—mm——ii o
2
dh, gjht
2 P 1
uy ug -251 21 Wy ULy
" A thg |ue
2 2 P
by 2y 4| 26, 5wy ugog hpos| [0
0
1 L]

by -y

Uy




5,
aL r 1
— Ea ——
2
aa hy,
5.2.4,
o "
Gl

El estimador resultante es consistente,

matriz de covarianzas:

36

2
2 2 dg (hy) 1
2.3, g(hy) = 1In hy =>» —————————= = ————
2 2
ah, h,
2 T p 7T ’
1 utz uy -251 Eﬁ Wi Upog 1
- — {1~ + ﬂ_ 2
2 2 2 B Hin hy Jug
By, by | |261 2y Wy gy nhyog °
0
1
L dlog, 4L N
2 2 dg(hy) 1
g(hy) = 1ln Jhy => = = e
2 2
dh, 2h,
) P
1 1 uy uy ~28, Ty W, up, 1
R b B 2| 2
2 2 2 P 2 |*|indhy ug
by 2 hy 2n, -28, T Wy upslndhg.s| | o
6
1
g JL Sy J
Para estimar este modelo, Engle et al.
(1987 recomiendan utilizar la sugerencia de
Berndt et al. (1974) para el algoritmo de Scoring:
- 1-1
" " | 8Ly 3L, r 8Ly
fip, = 8,4+ AjE, [~ e Z -
a4 a4 Yooae

con
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1] .| oL dL

T ad a4

que, a diferencia del modelo ARCH simple, no es

diagonal a bloques entre los vectores de coefi-

2
cientes § y § de las ecuaciones de y, y h,, por lo
que la estimacidén de los vectores g vy § por

separado no seria eficiente en este modelo ARCH-M,

Toda la discusidn concerniente a la
contrastacidn de hipdétesis lineales, asi como a
los criterios de convergencia a wutilizar, puede
reproducirse a partir de los resultados citados al

final de la seccidén 4.
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6. EL MODELOQ GARCH {Generalized ARCH)
(Bollexrslev (1986))

6.1 El1 modelo GARCH (1.1

El modelo GARCH especifica que, en cada
periodo, la wvarianza condicional de vy, htz,
depende de los Gltimos residuos, pero también de

sus propios valores previos, es decir que:

2 2
he? = 8§y + 8, €,., + 0, h,_.,, con &§,, 6,,6,;>0

representa el modelo GARCH(l,1). En este modelo
GARCH (1,1) se tiene:

2 2 2
Etht+5 = 60"'"61 E16t+sul + 51 Et ht*‘S"‘l

2
= 4§y +(&,+8,) . Echyogog

donde puede verse que, para que el proceso de
varianza condicional sea estacionario, es preciso
que: b,+0,<1. En tal caso, la varianza

incondicional de ¢,2 viene dada por:

0% = Ee,? = §,/11-(6,+6,)]

y al aumentar el horizonte de previsién s, puede

probarse que la wvarianza condicional Ethi+S
converge hacia o?. Bajo tal supuesto, el modelo
GARCH equivale a un modelo ARCH de orden infinito,
con coeficientes en los retardos e¢,.; que decaen

hacia cero de modo exponencial.

El momento de orden 2n del modelo GARCH
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(l,1) existe si:

n n J .
5 a; § e 3 < 1
j=0 J 1 1
J
donde: ag = 1; a; == (2j-1), jzl.

En el caso del proceso ARCH(1l), por ejemplo,
#,=0 y esta condicién se reduce a a, §," < 1
Como otro caso particular, en el modelo

GARCH(1,1), el momento de cuarto orden existe si:

2 2
36 + 26, 0, + ¢ < 1, en cuyo caso:
1 1
2
E e = 6§, (1-6, - 8,)°Y vy

%

2 2 2
E(E ) == 36 (l + 81 + 91).{(].“51'61)(1'3 "261 61'35 )}_1
& 0 1 1

por lo que es fdcil ver que el coeficiente de

RKurtosis es:

4 2 2 2 2 2
K = {Fe -3(Ee 2] (Ee ) 2 = 66§ (l-0 - 26, 6, - 36§ ) !
t b t 1 1 1

gque es positivo bajo nuestras hipdétesis, por lo
que el proceso GARCH(l,l1) es leptocdrtico, al

igual que ocurre con el modelo ARCH({g).

En las aplicaciones prdcticas de este
modelo, se tiene c¢on frecuencia gque §,+6, es

aproximadamente igual a la unidad, con lo gque el

2
proceso hy,. es mno estacionarie. Tal proceso se

dice que es integrado en varianza, vya que la
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primera diferencia de ésta seria un proceso

estacionario. En tal modelo, la previsién E . h,,.,
s>0, mno converge hacia ¢%, sino que depende

explicitamente de I, .

EL proceso GARCH (1,15 integrado se

representa:

2 2
hy? = a¢,., + (l-a)Yh,_,

donde o<a<l, Este proceso de varianza satisface la
condiciodon:

2 2 2 2
B, hys. = hysq = ac, + (l-a) h,, s = 1

por lo gque guarda cilerta semejanza con un Proceso
de camino aleatorio en la wvarianza. En él1, las
innovaciones en la wvarianza condicional tienen un
efecto permanente. Si se incorpora una tendencia

W

2 2
htz = w + we, .y + (l-a) h,.,

Se tiene:

2 p 2
Exhyyg = sw + hyyqy = (5+1) w + ae, + (1-a)h,

similar a un paseo aleatorio con deriva. Aunque la

2
importancia relativa de h_ ,; en la expresidén de la
varianza condicional h?%,,, decrece con s, su

efecto es permanente.

. i ) - 2
Si definimos el proceso: 7y, = ¢, - h,°,

claramente no antocorrelacionado, se tiene:

€t

o
I
o
o
+
-
~
@
.
+
oY
-
g
m
o
i
"
(YL
SN
"
-
ct
1
-
4+
=
ot
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donde m=mdx{p, q}. Por tanto, ¢,2 sigue un proceso

ARMA (m,p) con un término de erTror sin
autocorrelacidén. Elle ha conducido a2 la sugerencia
(ver Bollerslev (1986) de utilizar las funciones
de autocorrelacién simple vy parcial de

z

¢, para identificar los d6rdenes del proceso

GARCH, como enseguida wveremos,

6.2, EL _MODELO GARCH (p.,q)

El modelo GARCH (p,q) para un proceso ¢,

queda definide por:

2
€, /0¢.1 = N(O, h)

t =1 to-id =1 £
2 2
= &, + 6(L) ¢ + 4(L)h
t t
donde: pz0, g>0, §,>0, §,=0, i=1,...q; 0,20,
i=1,...,p, reduciéndose al modelo ARCH(g) cuando

p=0, y a un proceso de ruido blanco cuando p=g=0.

$1 todas las raices del polinomio 1-6(L)

estdn fuera del circuleo unidad, se tiene:

hzm bg (1-68(1))" Y + S(LY(1-0(L))" 1 ez =
t t

0 z
= &y (1- g,y 1 +_zl;si €y -y
i =

i

VL

1
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es decir, un modelo ARCH{( ), donde los
coeficientes pB; provienen del desarrollo de la

expresién: S(L)[1-0(L)} ?

El retardo medlie en la equacién de 1la wvarianza

condicional h_ % del modelo GARCH(1l,l) es:

<0 o0
r = X if, / Ep; = (1-9,)71
i=1 i

vy el retardo mediano;

s = - log 2 /log 0,

EL proceso GARCH(p,q) es estacionario de
segundo orden, con? Ee,=0, Var e, = 68,(1l-6(1)-
g(1)"* ¥ Covi{e,, €,) = 0 para todo t#s, si ¥y
s6lo si §(1) + 4(1) < 1,

6.3, Identificacidn de modelos GARCH(p,q)

Para la identificacién de una estructura del
tipo GARCH (p,g) resultan muy uUtiles las funciones
de autocorrelacidén simple v parcial de los

residuos al cuadrado: Si denotamos por p, la

2
funcidén de autocorrelacién de ¢ , se tiene
t
(Bollerslev (1986)):
m
Py = B Py pL_1, nzp+l
i=1
donde ¥, = 6, + ¢,. i=1,...,q, &, = 0 para i>p y
6,=0 para i>q. Fstas ecuaciones son andlogas a

las de Yule-Walker para el proceso ARMA(m,p). Una

vez mds un procedimiente similar, con P,=6,,

¥

8 Con (1), #(1) denotamos el wvalor numérico
gque resulta de sustituir L per 1 en los polinomios
§(L) y 6(L).
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podria utilizarse para el modelo ARCH(q).

Si ¢,y denota la funcidén de autocorrelacion

parcial se tiene:

k
pn:§ qbki pn—j_: nml,...,k

mientras que ¢,,=0 para k>q, al igual que ocurre
con un proceso AR(g). Para llewvar a cabo estos
contrastes, los wvalores de p, ¥ ¢, a utilizar en

las ecuaciones previas deben sustituirse por sus

valores estimados, utilizando su varianza
asintdética {(bajo la hipdtesis nula de no
existencia de estructura GARCH) de 1/T. Por

supuesto, una vez que se ha estimado un modelo
ARCH, el contraste de lasg funciones de
autocorrelacidén de los residuos se debe hacer con

los residucs normalizados.

6.4, Contraste de estructura GARCH

Si descomponemes la estructura de la
2
3 3 3 . _— 4 ¥ .
varianza condicional: htm Zog ' Wy t+ Z,, " W, ¥ se

gquiere contrastar la hipoétesis nula: Hy:w, = 0,

el estadistico de multiplicadores de Lagrange

correspondiente es:

€y = 8 f£,7 Zy (Z," Zg) "t Z,' £, donde:

22 2 2
f,! = [(e /Jh ) -1, ., (e /h ) —l} es 1xT
17 o1
2 2 2 2
y: Zy' = (hy.8hy/8w, ..., hy.8hy/8w) de modo que

Zy, es Txs, donde s es el numero de variables en
hy?, evaluados ambos  vectores bajo M. El

estadistico
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gt
£yr. se distribuye ‘X, donde r es el numero de
parametros en w,. La mayor diferencia con el
caso ARCH (q) es que d8h,*/dw mno tiene una

expresién sencilla si la ecuacidén de h,? incluye

algtn retardo de ¢,%2. Como es habitual, este
estadistico coincide asintdéticamente con el
producto T.R%2, donde R? es el coeficiente de la

regresién MCO en la primera iteracién del
procedimiente de Berndt, Hall, Hall vy Hausman

(1974) a partir de la estimacién obtenida bajo H,.

En este tipo de —contraste se tiene un
resultado similar al de losg contrastes de modelos
ARMA(p,q): Si la hipdtesis nula es ARCH(q), 1la
matriz Zy ! Zy es singular para cualquier
alternativa GARCH (r,, q+r,) con r,;>0, r,>0. Ello
ocurre, en particular, para el contraste de ruido
blanco frente a GARCH(p,q). Otra propledad es
que, frente a H,: ARCH{q), los estadisticos para

las alternativas ARCH{g+r) y GARCH(r,q) coinciden.

6.5 Estimacidn de maxima verosimilitud del

modelo GARCH de regresidn

Si denotamos:

2 2 2 2
z, "=(1, ¢ , , € h , , b )y

£ 1 t- g t-1 t-p
wi={8g, 81, ..., Fg, 01, ..., B,) Y
P’ o= (B, w'), se tiene el logaritmo de la funcidn

de verosimilitud:

T 2 2 2
Lo () = T°* % [-% logh - % ¢ /h ] =
£ v
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-1 T
=T ? 1y (¥)
con: - -
2
-2 a ht Gt
dl, /0w = % h = —————— | ————— -1
v d w h?
2 2
Et a -2 6 ht,
(1) %1, /dw dw' = _—_— -1 S L b e
h? aw' v 3 w
t
2 2 2
-4 aht aht Et
e h ———— —— N
b 8 w 8w h?
t
donde:
2
3 ht~1

2
(2)  8h Jaw - z, + % f§, ————m——m
L =

2
siende el segundo término de 3dh /3w la diferencia
t

con respecto al modelo ARCH de regresidén. Nétese
que (2) serd estable siempre que #{(1l)<l. Por otra
parte, la esperanza condicional del primer término
en (l) es cero, por lo que la submatriz de la
matriz de informacidén correspondiente al vector w
puede estimarse consistentemente a partir tan sdlo
del segundo término en (2), que s6lo requiere

primeras derivadas.
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Por otra parte.

2 2 2 2 2
81./88 = ey x /b + (172 bt>.<aht/aﬁ>.[(et/ht>-1>}

(3)  8%1i, /88 ap' -

2 & 2 2 ! 2 2
= -xyx,'/h - 1/(2h ) (8h /aﬁ>.[aht/aﬁ ] (¢ /h)-
t L L t t

4 2 2 2 2 2
_2<€txt1/ht)(aht/3ﬁ) ¥ ((Et /ht)-l).3{1/(2ht).3ht/3ﬁ}/8ﬁn

donde:

2 q
(&) dh, /3 = -2 % &, Ky.; €p-4 F+ 2 Bj.aht_j/aﬁ

donde, de nuevo, el segundo sumandoe es la uUnica
diferencia con el modelo ARCH de regresidn. Una
estimacidn consistente de la sumatriz de
informacidn correspondiente a S puede obtenerse a

partir de los dos primeros términos de (3),

2 2
sustituyendo ¢ /h por su valor esperado de 1. Esta
vt

estimacién también wutiliza uUnicamente derivadas
primeras. Finalmente, al igual que en el modelo
ARCH de regresion, el bleque fuera de la diagonal
enr ta matriz de informacidén resulta ser cero, por
lo que w puede estimarse por separado de S sin

perder eficiencia asintotica.

La presencia de términos recursivos en (2) vy
(4) hacen que no podamos representar el algoritmo
de scoring como una regresidn. Por ello, es

aconsejable utilizar el algoritmo de Berndt, Hall,
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Hall y Hausman (1%74), incorporando un pardmetro
de longitud de salto. En dicho algoritmo, 1la
direcciodon de salto puede obtenerse a partir de
una regresidén de un vector de unos sobre el
vector d1,/8%; ademds, por las razones ya vistas,
el algoritmo puede aplicarse por separado a w y
B. S1 mno se parte del supuesto de mnormalidad
condicional de €r entonces la distribucidn
asintdética del estimador que resulta de este
algoritmo es Normal, pero con matriz de

covarianzas:

T(p) P B(¥) . I(¥p)" 1,

donde:

I($)" ' = -E [8%2 1./9 % d %] "' y

B(¥) E [(81l,/8%) (8t /8y)' ],

estimdndose ambas por sus respectives momentos

i

muestrales.
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