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Resumen

En este articulo se estudia el equilibrio estacionario y la dindmica
transicional en una economia en la que el mantenimiento de los bienes de capital
deteriorados resulta costoso. Para ello se incorpora, en un modelo de crecimiento
optimo con costes de ajuste asociados a la inversidn, una tecnologia de
mantenimiento que depende de la depreciacién del capital y de su utilizacion. Como
resultado obtenemos que la subutilizacién del capital es O6ptima. También se
comprueba que la trayectoria de equilibrio es dindmicamente eficiente. En el estado
estacionario la tasa de inversidn pasa a determinarse simultancamente con la tasa de
depreciacion endégena, lo cual permite una interpretacién mis relajada del problema
de la convergencia condicional. A lo largo de fa senda de convergencia el capital,
la produccién y el consumo per capita presentan correlacién positiva, mientras que
la tasa de inversién aparece inversamente relacionada con las anteriores. La tasa de
depreciacion y la tasa de utilizacién, en cambio, ofrecen un comportamiento menos
definido. Estos resultados amplian el marco tedrico para el anilisis de dindmica
comparativa en modelos de equilibrio general.
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1. Introduccion

La mayor parte de estudios econdmicos, tanto empiricos como tedricos, que
analizan el proceso de acumulacién de capital, adoptan como hipétesis de trabajo la
exogeneidad de la depreciacién. Dicha naturaleza exégena de la depreciacién del
capital se justifica, en primera instancia, mediante la consideracion de tecnologfas
del tipo putty-putty. Ademas, la percepcién distorsionada que habitualmente se tiene
del fenomeno del deterioro del capital, como resultado de un enfoque puramente
contable y no basado en una teorfa sélida, ha acabado por elevar al rango de axioma
la idea de una tasa de depreciacién constante. Este a priori se manifiesta
especialmente preocupante, por restrictivo, en dreas como la teoria de la inversion
y la teorfa del crecimiento, y en particular en relacién al problema de la medicién
del capital.

Desde un punto de vista tedrico, el problema de la variabilidad de la
depreciacion y su determinacion endégena, en el marco de los modelos con tecnologia
de produccion putty-putty, ha sido abordado en los trabajos de Escriba-Pérez y Ruiz-
Tamarit (1996) y Ruiz-Tamarit (1995). En ellos se modelizan las decisiones de una
empresa representativa incluyendo [a tasa de depreciaciéon entre las variables de
control, desde una perspectiva de equilibrio parcial en un entorno competitivo. Para
ello, se incorpora una actividad de mantenimiento de los bienes de capital que
permite reducir la depreciacion por deterioro. Dada una funcién de costes de
mantenimiento, se deriva una funcién de depreciacién de naturaleza semejante a la
tradicional funcién de inversién que nos ofrecen los modelos q de Tobin cuando
suponemos la presencia de una funcién de costes de ajuste. En el segundo de los
articulos citados se incorporaba ademdas, bajo la hipétesis depreciation-in-use, la
relacién existente entre la depreciacion por deterioro y la utilizacién del
capitall. Con ello se consigue vincular la tasa de depreciacién, la tasa de
utilizacion del stock de capital y los costes de mantenimiento, en un modelo cuyo
equilibrio se caracteriza por la subutilizacién voluntaria y O6ptima del capital,
incluso bajo los supuestos de mercados competitivos, flexibilidad total de precios y
una tecnologia que permite la sustituibilidad entre los factores.

! Distintas formulaciones y aplicaciones de esta hipotesis se encuentran en Epstein
y Denny (1980), Bischoff y Kokkelenberg (1987), Motahar (1992) y Burnside y
Eichenbaum (1994).



En equilibrio general, el modelo neoclisico de crecimiento 6ptimo se
caracteriza porque no permite la separaciéon de las decisiones de ahorro de las
familias de las decisiones de inversién de las empresas. Dicho modelo, atin cuando no
se construye sobre la hipdtesis de una tasa de ahorro constante, supone un
comportamiento pasivo de la inversién, la cual se adapta automditicamente a las
decisiones de ahorro. Uzawa (1964) supera la limitacién de una oferta de inversion
perfectamente elastica al incorporar al modelo estandar dos sectores: uno de bienes
de consumo y otro de bienes de inversion. Abel y Blanchard (1983) supera la
limitacién de una demanda de inversién perfectamente eldstica al incorporar al
modelo estdndar una funcién de costes de ajuste vinculados a la inversién. Atn asi,
una caracteristica comuin a ambos modelos es que la depreciacidn del capital se
determina exdégenamente a una tasa constante. Ademds, en ellos el capital instalado
se utiliza a plena capacidad.

En este articulo utilizamos los resultados de equilibrio parcial descritos
més arriba, generalizando el modelo dindmico de equilibrio general con costes de
ajuste de Abel y Blanchard (1983) con el fin de endogeneizar la depreciacion y la
utilizacion del capital. Para ello suponemos que existen costes asociados al
mantenimiento del capital instalado, los cuales dependen de las variables endégenas
tasa de depreciacion y grado de utilizacién del capital. Como resultado, la tasa de
depreciacién y el grado de utilizacién del capital se eligen optimamente junto con
la tasa de inversién. El objetivo es caracterizar un marco teérico de referencia
para el andlisis de dindmica comparativa en modelos de equilibrio general cuando
introducimos los supuestos necesarios para la existencia de una funcién de
inversidn, una funcién de depreciacién, y una funcién de subutilizacién del capital,
bien definidas. Esto se hace en un modelo dinimico determinista absolutamente
genérico, formulado en base a unas relaciones funcionales que caracterizaremos por
los signos de sus primeras y segundas derivadas. FEn este sentido,
particularizaciones del andlisis que aqui desarrollamos sirven de marco tedrico para
la implementacién empirica de modelos de crecimiento estocastico de equilibrio
general como los desarrollados en Licandro y Puch (1995) y Licandro, Puch y Ruiz-
Tamarit (1996).

El articulo se organiza como sigue: en el apartado 2 describimos ¢l entorno
economico especificando las preferencias, la tecnologia, las funciones de costes de
ajuste 'y de mantenimiento y las restricciones globales que se imponen a los agentes
econdmicos. En el apartado 3 se resuelve el problema de optimizaciéon al que se
enfrenta una economia centralizada, y estudiamos las reglas de decisién relativas a



las variables tasa de inversién, tasa de depreciacion y tasa de utilizaciéon del
capital. A continuaciéon, en el apartado 4 se analiza el sistema dindmico
hamiltoniano resultante de sustituir [as funciones 6ptimas de control en las
ecuaciones de EBuler. Identificamos y caracterizamos los posibles equilibrios de
estado estacionario, y estudiamos el problema de la eficiencia intertemporal. La
caracterizacion del sistema dindmico se hace extensiva al apartado 5 con el estudio
de la propiedad de estabilidad dindmica y el anilisis de las trayectorias éptimas.
El instrumento béasico que se utiliza para caracterizar cualitativamente [a versién
linealizada del sistema dindmico es el diagrama de fase en combinacién con Ia
informacién recogida en su matriz jacobiana, la cual nos permite computar el signo
de los autovalores. En este marco general se analiza también el comportamiento
dinAmico transicional de las principales variables del modelo. Finalmente, en el
apartado 6 se ofrecen las conclusiones.

2. El Modelo

La economia estd poblada por un gran niimero de consumidores idénticos que
viven un numero infinito de periodos. Sus preferencias se pueden representar
mediante una funcién de utilidad intertemporalmente separable de forma aditiva, por
lo que el bienestar del consumidor representativo viene dado por:

%)

(1) | Ute)-exptepey-at

0

La funcion de utilidad instantinea se supone continuamente diferenciable,
creciente y estrictamente céncava en el consumo per capita ¢; U(c)>0y U (¢) <0,
Adicionalmente se satisfacen las condiciones lim,_., U'(¢)=w y lim ., U(c)=0. El
pardmetro g es la tasa de descuento o de preferencia temporal constante?,

En nuestra economia existe un Unico sector productivo por lo que el outpur Y,
es un bien homogéneo que puede ser consumido o asignado a los distintos usos que
contribuyen a acrecentar el stock de capital fisico de la economia: inversion vy
mantenimiento. La tecnologia se resume en la siguiente funcién de produccién
agregada:

2) Y, = F(L,KU)

2 Véase Uzawa (1968).



La produccion depende de las cantidades utilizadas de los dos Gnicos factores
de produccion existentes: capital fisico y trabajo. El impur trabajo L, bajo el
supuesto de que se frabaja a una intensidad dada y se ofrece un nidmero fijo de
horas, se corresponde con la poblacién total N,  Esta crece a una tasa constante y
exOgena n. Si partimos de un tamafio inicial de la poblacién N,=1, podemos escribir:

(3) L, = N, = exp{nt}

Por lo que respecta al capital fisico utilizado suponemos que se determina
como una proporcion variable, O=u=1, del stock de capital instalado K, Esta
variable representa la tasa de utilizacion del capital productivo.

(4) KU, = K.,

La especificacion adoptada para la funcién de produccién implica que no
existe progreso técnico exdgeno. Las mismas cantidades fisicas de capital y de
trabajo utilizadas en periodos diferentes generan la misma cantidad de outpur3. Los
supuestos que se adoptan en relacidon a la funciéon de produccién los podemos agrupar
en tres bloques. Primero, las productividades marginales son funciones positivas,
F, >0, F,>0, y decrecientes, F|, <0, F,,<0. Ademas, los factores productivos se
suponen cooperantes, I ,=I, >0. Segundo, la funcidén F(.) es una funcién homogénea de
grado uno en sus determinantes, por lo que presenta rendimientos constantes a
escala, PN Kiu)=N_ -F(lk-u)=N fk-w). Y tercero, se satisfacen las
condiciones de Inada. Utilizando las definiciones de la produccién per capita, y,, y
del stock de capital per capita, k, podemos reescribir la funcién de produccién en
forma intensiva*:

(3) y, = fk-w)

3 Las implicaciones de este supuesto en el modelo que estamos considerando son
meramente formales y no afectan al fondo de la cuestién. La inclusién de progreso
técnico  exdgeno, medido por una tasa constante, simplemente nos obligaria a
reescalar las variables en términos de unidades de trabajo eficiente, y a considerar
un estado estacionario en el que las variables econémicas crecen a una tasa
determinada por la suma de las tasas de progreso técnico y de crecimiento de la
poblacion.

“ Respecto a la funcidn f(.) suponemos que es no negativa, dos veces
diferenciable, creciente y céncava, (k- ul)>0 y (k- u)<0. Las condiciones de
Inada referidas a la funcién de producuon escrita en forma intensiva implican:

lim k) = @ lim  Peu) =0
kou - ko e



La produccién puede asignarse al consumo, y con ello satisfacer las
necesidades y el bienestar presente de las familias, o puede dedicarse a las
actividades encaminadas a sostener y aumentar el stock de capital, lo cual permitira
a las empresas realizar en el futuro una produccién mayor. Bstas actividades son el
mantenimiento y la inversién. Asociados a las mismas introducimos los dos elementos
diferenciadores de este articulo respecto al modelo estindar de crecimiento éptimo.
Estos elementos son los costes de mantenimiento del capital y los costes de ajuste
asociados a la inversion.

En relacién a los costes de ajuste mantenemos el enfoque adoptado en Abel y
Blanchard (1983), con las tnicas modificaciones referidas a la propia definicién de
las variables. En consecuencia, se supone que existen asociados a la inversién bruta
unos costes de ajuste o de instalacién internos, expresados en términos de unidades
de producto, que son estrictamente necesarios para realizar la inversién pero que no
contribuyen directamente al incremento del stock de capital. Estos costes totales de
instalacién los expresamos mediante la funcion o(I,K)), dependiendo tanto del
volumen de inversién bruta (positivamente) como del stock de capital instalado
(negativamente). Suponemos que la funcidn de costes de ajuste es homogénea de grado
uno simultaneamente en todos sus determinantes, o(1,K)=e(,1) - K=¢(i)-K,. La
variable { define la tasa de inversién bruta sobre el stock de capital. La funcién
¢(i} es no negativa, dos veces diferenciable, creciente y convexa; ¢(i)>0 v i >0,
p(0)=0, ¢’({()>0 y ¢’(i)>0. Consiguientemente, el coste de ajuste per capita se
expresa como:

© oK)
N T $(i) -k,

Por otra parte, siguiendo a Ruiz-Tamarit (1995), la hipotesis depreciation-
in-use se complementa con una tecnologfa de mantenimiento. Segin este mecanismo, el
deterioro provocado por el envejecimiento y el uso de los bienes de capital puede
ser contrarrestado mediante la actividad de mantenimiento, asumiendo los costes
correspondientes y evitando asi la depreciacidon. En este escenario, el exceso de
capacidad y la consiguiente subutilizacién del stock de capital son valorados
positivamente por las empresas puesto que facilitan el mantenimiento de los bienes
de capital deteriorados y permiten ahorrar en gastos asociados a dicho
mantenimiento. Los costes totales de mantenimiento, M(D,KU), dependen
negativamente del volumen de depreciacion, D,, y positivamente de la utilizaciéon del



capital, KU; M;=0 y M,=0. Los costes correspondientes al capital depreciado v al
capital no utilizado se suponen nulos. Suponemos que la funcién M(.) es una funcién
homogénea de grado wuno en sus determinantes tomados conjuntamente,
M(D,KU)=m(3,u)-K,. El término m(s,u4) representa el coste medio de
mantenimiento. La tasa de depreciacién variable &, se define como el cociente entre
el volumen de depreciaciéon total y el stock de capital. La variable u, define la
proporcion del capital instalado que se utiliza en cada periodo, vy expresa el efecto
que el uso de los bienes de capital tiene sobre la depreciacién, o alternativamente
sobre los costes de manfenimiento. El coste de mantenimiento del capital per capita
se determina de la siguiente forma:

M(D,,KU)
(7) “"—;lql—l‘ = m(8,,u) K

Los supuestos sobre la funcién de coste medio de mantenimiento del capital
son:
m(s,,u,)z0, v Eﬁaisi y O=u=1;
m(l,u)=0, v O=sus=l;
(8 m(s5,0)=0, v s=5=;
m, <0, m,>0;
m;; >0, my,>0, m,<0, mm, - mfz > 0.

El coste medio es siempre no negativo, decreciente con la tasa de
depreciacién y creciente con la tasa de utilizacién del capital. La funcién de coste
medio se supone estrictamente convexa. El valor & representa la tasa de depreciacion
minima, correspondiente a la depreciacién provocada por el estricto deterioro fisico
del capital. Esta tasa coincide con [a observada sélo cuando la actividad de
mantenimiento se ejerce a su nivel maximo.

En cuanto a las restricciones, en primer lugar tenemos la ecuacidn de

acumulacion de capital K =]-5,-K,. Las variaciones experimentadas por el stock de
capital son el resultado de las diferentes decisiones que las empresas toman sobre
la inversién bruta ,I, y la tasa de depreciacidn, &, Si escribimos en términos per
capita tenemos:

©) k = (ie80-n)-k,



Por otra parte, la restriccion global de recursos en este modelo es

E(N,K, - 1)-0(1,K)-M(D K- ) =C,+K +5,-K,. La produccién neta de costes de ajuste
y de mantenimiento puede asignarse libremente al consumo o a la inversién bruta.
Teniendo en cuenta la restriccion (9) junto con las expresiones (5), (6) y (7) nos
queda:

(10) ¢ = flkou) - [ i+e(i)+mis.u) 1k

Es decir, el consumo per capita no puede ser mayor que la correspondiente
produccion después de descontar todos los recursos asignados a las actividades
relacionadas con el acrecentamiento del stock de capital fisico de la economfia.

3. El Problema de Optimizacién de una Economia Centralizada

De acuerdo con los planteamientos del apartado anterior, nuestra economia
estd compuesta por familias y empresas competitivas que siguen un comportamiento
optimizador. En ausencia de externalidades e informacién asimétrica, la solucién del
planificador central coincide con el equilibrio competitivo. Por ello, sin pérdida
de generalidad, analizamos el caso de una economia gobernada por un planificador que
decide la tasa de inversidn, la tasa de depreciacion y la tasa de utilizacion del
capital. El estado de la economia viene representado por el capital per capita. El
problema de control dptimo consiste en maximizar la siguiente expresion:

(11 j U(c) - expl-(3-n)t} - dt
¢

sujeto & las restricciones de las ecuaciones (9) y (10), dado un k,. La expresién
(11) es un indicador del bienestar de la comunidad cuando esta estd constituida por
individuos con idénticas preferencias que extraen la misma satisfaccion de un cierto
volumen de consumo. En ella se ha sustituido el supuesto de la ecuacion (3) respecto
al crecimiento de la poblacién. Para que el problema esté bien definido, el valor
del integrando debe estar acotado. Esto se garantiza, dada la caracterizacion de la
funcion de utilidad adoptada previamente, si suponemos g>n, la tasa de descuento
intertemporal mayor que la tasa de crecimiento de la poblaciénS,

5 Dada la naturaleza exponencial del facfor de descuento en la ecuacién (11), se
podria incluso aceptar el supuesto de que el integrando U(c) crece a una tasa
exponencial constante, siempre y cuando ésta sea inferior a g-n.



Volviendo al problema de maximizacién, de acuerdo con los postulados
generales de la teoria del control 6ptimo podemos escribir la siguiente funcidn
hamiltoniana en términos de valor corriente:

(12‘) H(i[sapuukpf‘lt) = U(f(k( u{)'[it+¢(i[) +m(5pu[)] ) k[) + M- [(i['al"n) : k[]

El principio del méximo de Pontryagin® establece las condiciones necesarias
para la existencia de una solucién interior. Supongamos que [a funcién hamiltoniana
es estrictamente céncava en las variables de control, lo cual nos asegura la
continuidad de las funciones solucién’. Bajo este supuesto, las condiciones
necesarias son al mismo tiempo suficientes. Con el objetivo de facilitar la
interpretacién de las condiciones de optimalidad hemos realizado las sustituciones
siguientes®: a=p/U'(c) y U'(c)=n. Ademas tenemos que -U’(¢)-¢/U’(c)=1/o(c), donde

o(c) es la elasticidad de sustitucién intertemporal, y que (n/n)=(-1/o(c)}-{c/c).

(13) A=1+ 60

(14) A = - my(s,)

(15) Plkew) = my(s,u)

(16) A=+ () + misu) - Plewu + a] Bs-i-(min) |
(9) k= (i-5-m)-k

dado un k; y la condicion de transversalidad correspondiente:

(17) lim pk-exp{-B-mt} =0
(™o
Diferenciando las condiciones (13), (14) y (15), y resolviendo para di, ds y
du, podemos determinar el signo de los efectos parciales de cada uno de los
determinantes de las funciones 6ptimas de control, i=i(k,A), s=8(k,A) v u=u(k,»).
Estas funciones son las que, bajo los supuestos del teorema de la funcién implicita,
resuelven simultdneamente las anteriores condiciones de primer orden.

6 Véase Seierstad y Sydsaeter (1987).

7 Para ello, es condicién suficiente que la matriz hessiana construida con las
derivadas segundas con respecto a las variables de control sea definida negativa.

8 En las expresiones que siguen hemos suprimido el subindice temporal de Ias
variables correspondiente al periodo t.



' I
’ 7

di -my, 7 u 7k - my, "

(18) ds | = |Al |A] ;
A
du
my, -7 u My,
4] [
donde |Al = My "My, - My, M, - my -7k > 0. De las expresiones anteriores y los

supuestos adoptados a lo largo del articulo se deducen los siguientes resultados:

i 0 i, > 0 83, <0 83, < 0 au, < 0 au, <0

Antes de seguir con el andlisis del estado estacionario, es interesante
conocer c¢Omo los anteriores efectos sobre las variables de control pueden
trasladarse tanto al consumo per capita como a la produccion per capita. Para ello
acudimos a las ecuaciones (10} y (5) y sustituimos las funciones Gptimas de control
de manera que ambas variables queden expresadas en términos de la variable de estado
k y del precio A

i

(19) ctk,n) =tk ulk,n)) - iKY +g(itk, ) +m(s(k,2),uk,2)) 1k

(20) yk,2)

f(k - ulk,2))

Los correspondientes efectos parciales vienen dados por las siguientes
expresiones generales:

@1 O LB i ) - Gy - e s
= ] - f ~ 'nn -  ———
8k, ‘AI <
ac : 7k -m
(22) B_Ai - wk.{%& + mi.M} < 0

[
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ay, . , -k-my; -7
(24 Do opog 0
) ax M <

De todos los signos analizados, el Unico sobre el que no es posible concluir
cuando trabajamos bajo el supuesto de que m;, <0 es el que recoge el efecto parcial
de las variaciones del capital per capita sobre ¢l consumo per capita. Esto es
debido a que el producto derivado de una mayor utilizacion del input capital puede
verse negativamente desbordado por los mayores requerimientos de recursos necesarios
para la instalacién del propio capital y su mantenimiento.

4. K1 Estado Estacionario
Consideremos el sistema dinamico de tipo hamiltoniano modificado de las
ecuaciones (9) y (16). En ellas sustituimos las funciones Optimas de control del

apartado anterior. El sistema dindmico resultante lo podemos expresar de la

siguiente manera:
(25) ko= (i(k2)-8(k)-1)-k = T(kAn)

(26) A

i(k,?\) + ¢(l(k,h)) + m(ﬁ(k,?t),u(k,?\)) - f’(ku(ksh))u(ksh)
+ AL B3k, )-ik,)-(afn) | = TkALB)

Estas dos ecuaciones diferenciales de primer orden no lineales describen el
comportamiento dindmico de la variable de estado £ y de la variable de coestado A.

En el equilibrio de estado estacionario se satisface la restriceion ko= = n =0
En nuestro modelo con crecimiento de la poblacién constante y sin progreso técnico
exdgeno, las variables k, y, ¢ definidas en términos per capita permanecen
constantes, mientras que las variables en niveles K, Y, C crecen a upa tasa
constante z. Sustituyendo, obtenemos los valores de equilibrio k*(8,n) y A*(B,n) que
resuelven el sistema de ecuaciones estaticas: 1(k*,x",m)=0 y rk*,A",8)=0.
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Estos valores, junto con la ecuacién (19), nos dan una expresiéon para el
consumo per capita en ¢l estado estacionario. En ella hemos dejado que aparezcan de
manera explicita los valores de equilibrio de las variables de control.

27 ¢t = (k" u"y - [ ey +m(stu) 1k

Ademnas, la ecuacién (25) evaluada en el estado estacionario nos ofrece la
siguiente relacion entre los valores de equilibrio de la tasa de inversién y la tasa
de depreciacién:

(28) " =n+ &

De ella se deduce que no es posible obtener el valor de equilibrio de la tasa
de inversion sin el conocimiento previo o simultineo del de la tasa de depreciacion,
el cual se determina conjuntamente con el valor de estado estacionario de la tasa de
utilizacion del capital. Asi pues, a diferencia de lo que ocurre en otros modelos
més simples donde la depreciacion se determina exégenamente a una tasa constante s,
y donde el capital se wutiliza a plena capacidad, en el nuestro resulta
imprescindible resolver conjunta y simultineamente todas las ecuaciones del modelo
para conocer los valores de estado estacionario tanto de las variables de estado
como de las de control. Esta propiedad del modelo se ilustra en el grafico que
presentamos a confinuacion.

( Gréfico 1)

Por otra parte, de [a ecuacién (26) se deduce que en el estado estacionario,
después de realizar las correspondientes sustituciones, se cumple la siguiente
refacién:

1

&

U

(29) 'k u) = -8+ B+ ¢(8%+n) + m{s*u) + (B-r)-¢(8"+n) ]

Lsta expresion nos da el valor de estado estacionario del capital per capita.
En realidad, constituye una versién modificada de las conocidas modified golden
rules, que en adelante denominaremos "delta modified golden rule” para diferenciarla
de las demas®. Las principales diferencias con respecto a las versiones precedentes

° La primera formulacién de la modified golden rule que consideraremos es la
correspondiente al modelo Ramsey-Cass-Koopmans, recogida més abajo en la ecuacién
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son la presencia de la tasa de utilizaciébn del capital, la figura de los costes de
mantenimiento y, en especial, la tasa de depreciacién endégena. Ademas, observamos
que solo con la determinacién simultdnea de todas las variables de control, y entre
ellas la tasa de inversidn, resulta factible Identificar el valor estacionario del
capital per capita. Una importante conclusion es que ante pequefias variaciones en
los pardmetros que configuran las ’tecnologias’ tanto de ajuste como de
mantenimiento, surgirdn distintos equilibrios de estado estacionario sin necesidad
de apelar a diferenciaciones draticas en términos de preferencias, patrones de
crecimiento poblacional o incluso pautas de progreso tecnoldgico.

También podemos calcular la correspondiente golden rule en este modelo con
depreciacién enddgena y costes de mantenimiento, a partir de la ecuacion (27)
diferenciando con respecto a k*. El resultado es una "delta golden rule" que podemos
escribir de la siguiente maneraio:

(30) PR ) =l [ 8 4o+ (5t n) + m(st ) |
DGR u"

(32). La segunda es la del modelo Abel-Blanchard, que modifica de la anterior y que
por comodidad denominaremos "special modified golden rule". Esta se recoge en la
ecuacion (33).

0 La golden rule correspondiente al modelo de crecimiento 6ptimo ¢ la Ramsey-Cass-
Koopmans, equivalente a la de Solow-Swan con tasa de ahorro exdgena y constante, se
puede escribir como sigue:

(30°) f’(k(”‘m) =38 + n

En el modelo de Abel-Blanchard con costes de ajuste asociados a la inversidn
bruta se deriva una golden rule particular que denominamos "special golden rule”, y
que tras adaptar a nuestra nomenclatura podemos escribir como sigue:

(30°") Ph* ) =8+ n + §5+n).

SGR

Resulta inmediato comprobar que no existe una diferencia fundamental entre las
dos ecuaciones anteriores. De hecho, ambas coinciden si se reescala la funcién de
costes de ajuste para que éstos sean cero cuando la tasa de inversion bruta toma un
cierto valor predeterminado constante, como por ejemplo el correspondiente a la suma
de las tasas constantes de crecimiento de la poblacién y de depreciacion exdgena.
Este es exactamente el valor que adoptari dicha variable en el equilibrio de estado
estacionario correspondiente a los dos modelos aludidos.

Sin embargo, no se puede afirmar lo mismo al comparar con nuestra ecuacién (30).
En ésta no es posible reescalar las funciones de coste de ajuste y de mantenimiento
para unos valores predeterminados de la tasa de inversidn, la tasa de depreciacién y
la tasa de utilizacion del capital. Estas variables, incluso en el equilibrio de
estado estacionario, se determinan endégenamente pudiendo adoptar una amplia gama de
valores.
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A partir de los resultados de las ecuaciones (29) vy (30), dada la
caracterizacion de las funciones de costes de ajuste y de mantenimiento, y dado que
B > ny s+n > 0, podemos concluir que t’(k* u*) > f’(k]’;GR-u*). Asi pues, dada
también la caracterizacion de la funcién de produccidn, el comportamiento

optimizador del planificador central en nuestro modelo lleva al resultado siguiente:

Gh k< kSGR

Este resultado nos permite identificar la situacién de estado estacionario
come una situacién dinamicamente eficiente. La economia no ahorra lo suficiente como
para alcanzar el stock de capital correspondiente a la delta golden rule, pero ello
no constituye ningun problema desde el punto de vista del bienestar puesto que dicho
valor se obtiene como solucion centralizada al problema de maximizacion de la
utilidad, ofreciendo un resultado Pareto optimo.

Este resultado es relativamente estindar en la literatura sobre crecimiento
6ptimo. Sin embargo, otros resultados no tan evidentes parecen desprenderse de lo
anterior si comparamos con los modelos de Ramsey-Cass-Koopmans y de Abel-Blanchard.
En estos modelos, los resultados correspondientes a la solucién centralizada los

podemos escribir, respectivamente, como siguetl:

(32) Pke) =8 + 8
(33) PkL) = 8 + B + @6+n) + (B-n)-¢’(5+n)

Al comparar k&’ ™ con el k*  correspondiente a la delta golden rule'?,

RCK Y kma DGR _
nos encontramos con que aun cuando g > n, el hecho de que 8° > 3, ¢(8"+m)>0y

m(s*,u") >0, puede llevarnos a un resultado como el siguiente:

Il Tas ecuaciones {32) y (33) solo son formalmente diferentes en apariencia, puesto
que bajo la correpondiente, y legitima, normalizacién de la funcion de costes de
ajuste nos estarfan ofreciendo exactamente el mismo resultado. Este resultado
contrasta con el ofrecido por la ecuacion (29), poniendo de relieve la particular
naturaleza del equilibrio de estado estacionario que se genera en nuestro modelo.

12 Para facilitar la comparacién nos abstraemos de la infrautilizacién del capital y

consideramos el valor k};GR obtenido de la ecuacidon (30) bajo el supuesto u*=1. Es

decir, ¢l valor que satisface la ecuacion:
k' )y =8+ n+ ¢&+n + m(s,1)
DGR
En cualquier caso, esta simplificacion no resulta determinante en relacién a los
resultados que se comentan en el texto principal.
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(34) Ko< kpor < kg = kI*{CK

Este resultado es tanto mas probable cuanto méas pequefia sea la diferencia
entre 8 y #n. Con €l se pone de relieve que una subdptima politica de depreciacién
del capital productivo, basada en la adjudicacién de costes nulos al mantenimiento
del capital deteriorado, puede tener consecuencias graves para la economia. Esta
puede verse arrojada, aunque no necesariamente, a situaciones dominadas por un
exceso de capital instalado!®*. En el marco de una economia cerrada como la que
estamos considerando, esto sélo se puede dar sobre una trayectoria caracterizada por
el exceso de ahorro y el bajo consumo. Por consiguiente, a lo largo de trayectorias

dinAmicamente ineficientes.
5. Analisis Dinamico de las Trayectorias Optimas

Consideremos ahora el sistema dindmico de las ecuaciones (25) v (26) que
describe el comportamiento global de nuestro sistema econdémico. Para cada una de
esas funciones podemos calcular las correspondientes derivadas parciales respecto al
par (k,A), obteniendo los siguientes resultados!?:

, kemy, - u
@) TGN = (om) + W
antk,ny o 1 Flk-my

BTkA) e 2 w7 aaim)

13 'Si no se contabilizan los costes de mantenimiento, entonces puede parecer Gptimo
realizar un mantenimiento méaximo del capital deteriorado, dejando la depreciacién en

un nivel minimo asociado a la tasa &, correspondiente al inevitable deterioro
fisico.

14 Las expresiones (35)-(38) representan, una vez evaluadas en el correspondiente
estado estacionario, los elementos de la matriz jacobiana resultante de la
linealizacion del sistema dinamico.
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ark,A) My, o(n/n) |
A

(38) 5 - f”-u-k-—: + 1 8-i+B-(nim)-2-=4

A partir de estos resultados podemos tratar de caracterizar las
correspondientes lineas de fase en el espacio (k,n). En primer lugar tenemos todos

aquellos puntos en los cuales se cumple & = 0. Los coeficientes recogidos en las
ecuaciones (35) y (36) permiten calcular la pendiente de la linea de fase y
determinan la dindmica de la variable & fuera de los puntos estacionarios. l.os

signos de estos coeficientes son invariantes y sus valores son los siguientes:

, 81k, \) _ kempfeu
(35" . i —— 0
ok lk=o |A]
, a1k, ) 1 Prk-my,
(36") . k'] o - —mm= 0
o ‘k:O ¢ |A|

La pendiente de esta linea de fase es negativa en todo su trazado dado que:

BTk, 0)
(39) {S?\ — 8‘E . ¢”'Inu'f”'u < 0
3k |r=0 a(k,A)y @ T Rg7T My My Mgy +Mmyp My +myy T 0K
aa

Ademas, dada la anterior expresion, se demuestra facilmente que la linea de
fase es estrictamente convexa, §2a/gk? > 0. Por ofra parte, dados los signos
recogidos en las ecuaciones (35%) y (36°), sabemos gue por encima y a la derecha de

la linea de fase se observa k > 0, mientras que por debajo y a la izquierda de la

misma tenemos que £ < 0.

En segundo lugar, para todos aquellos puntos del espacio (k,A) donde se

cumple la condicién de estacionariedad A = n = 0, los coeficientes expresados en las
ecuaciones (37) y (38) permiten calcular la pendiente de la linea de fase vy
determinar la dindmica de la variable A fuera de los puntos estacionarios.
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, 6?(](,7\) g hp ) —k-m“-fn )
(37) ok S =0 w1 hemy P (g my, - My omy) >0
- eu-kom .
gy TEN | (TG 4 Gasy S o
A=0 ]A’

El signo del segundo coeficiente no es invariante a lo largo de todo el
espacio (k,n). Por tanto, la pendiente de la linea de fase tampoco estd definida
independientemente del area donde nos encontremos. En concreto, podemos especificar
el valor de esta pendiente de la siguiente manera:

ar(k,a) o,
(40) A . _ T ok _ (M My, - Mpomy)- 70"
ak A=0 al"(ak?ich) (B+5_i).lA{ S euemy K <

Asi, por ejemplo, la ecuacion (38°) nos dard un valor inequivocamente
positivo sélo para valores pequefios de A, mientras que para valores elevados dicho
coeficiente serd negativo. Por ello, la pendiente de la linea de fase serd negativa
para valores pequefios de x y positiva para valores elevados de la misma. De acuerdo
con las condiciones de primer orden, los valores elevados de A se asocian con
valores pequefios de la tasa de depreciaciéon 8 y con valores elevados de la tasa de
inversion bruta i. En consecuencia, el término (8+3&-I) presenta un signo variable
que depende del valor de a correspondiente a las coordenadas del punto donde
localicemos el anilisis.

Dada la anterior segmentacién por tramos de la pendiente de la linea de fase

correspondiente a los puntos donde A = 0, la dinimica de la variable a fuera de sus
puntos estacionarios serd la siguiente: En el tramo con pendiente negativa

observaremos que » < 0 por debajo y a la izquierda de la linea de fase, mientras que
por arriba y a la derecha se observard A > 0. En el tramo con pendiente positiva, en
cambio, tenemos que x > 0 en todos los puntos situados por debajo y a la derecha de

la linea de fase, y A < 0en aquellos situados por encima y a la izquierda.
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Al centrar nuestro estudio en las situaciones de estado estacionario, donde

sc satisface la condicién k = a = 0, y tratar de concretar la pendiente de las
lineas de fase en ¢l entorno del punto de equilibrio, seguimos encontrandonos con la
indeterminacion anterior. En particular, el signo del coeficiente de la ecuacién
(40} es ambiguo, aunque se simplifica.

. 2
A _ (myy My, - My my) 1774 >

ak A=0,k=0 (B-1) - (Mhyy * Myy-Myy - M-y -7 &") = 7o my, -k <

(40"

Toda la informacién precedente relativa al sistema dinidmico se puede resumir
graficamente en el diagrama de fase. No obstante, dada la falta de definicion de los
signos de las ecuaciones (40) vy (40%), cuya ambigiiedad se traslada a la
indeterminaciéon  del nimero de equilibrios existentes y a su caracterizacién
dindmica, presentaremos a continuacién tres graficos con las posibles situaciones
definidas por la presencia de un uUnico equilibrio de estado estacionario vy,
alternativamente, la existencia de multiples estados estacionarios aislados.

( Gréficos 2, 3y 4)

Una manera de obtener explicitamente una caracterizacién completa del sistema
dindmico no lineal de las ecuaciones (25) y (26) serfa por medio de la aproximacion
lineal en torno al estado estacionario. No obstante, dados los resultados
cuantitativos y cualitativos que hemos ido presentando a lo largo de este apartado,
disponemos de informacién suficiente para identificar el equilibrio uUnico que hemos
supuesto en el grafico 2 como un equilibrio de punto de sifla!s. El sistema presenta,

15 A efectos de caracterizar localmente el sistema dindmico linealizado en el entorno
de un estado estacionario, podemos dirigir nuestra atencién hacia los autovalores de
la ecuacion caracteristica. En primer lugar, la naturaleza hamiltoniana del sistema
originado en un problema estindar de optimizacién dinimica, establece que los
autovalores se agrupan por parejas, cuando son reales, o por cuaddruplas cuando son
complejos [Kurz (1968)]. En segundo lugar, la dimensién { 2#, siendo en nuestro caso
n=1, el nimero de variables de estado) y el descuento { p=g-n>0 ) establecen una
serie de limitaciones respecto a las posibles configuraciones dindmicas. En tercer
lugar, la estricta concavidad de la funcién hamiltoniana con respecto a [a variable
de estado y la estricta convexidad con respecto a la variable de coestado,
determinan el signo de los coeficientes de la matriz jacobiana que se encuentran
fuera de la diagonal principal. Ademds, los coeficientes de la diagonal principal
aparecen relacionados entre si en términos de oposicién y transposicion, modificada
ésta solo por la presencia del factor de descuento en uno de ellos. Recordemos que
los coeficientes de la matriz jacobiana vienen dados en el texto principal por las
expresiones (35)-(38) evaluadas en el correspondiente estado estacionario. Dado lo
anterior, podemos concluir que, para todo estado estacionario estructuralmente
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en este caso, inestabilidad del tipo senda de sillal®, convergiendo hacia el
equilibrio a lo largo de las dos Unicas trayectorias posibles: una desde el noroeste
con un aumento continuado de & acompafiado de la disminucién de A, y otra desde el
sureste con variaciones de k& y A en sentido opuesto al anterior. Entre las infinitas
trayectorias que satisfacen las ecuaciones (25) y (20), [as uUnicas que cumplen la
condicién de transversalidad de la ecuacion (17) junto con la condicién inicial
relativa a la variable %k, son las trayectorias éptimas. En el caso de un equilibrio
de punto de silla, las ramas estables del mismo satisfacen las anteriores
condiciones de optimalidad. Aquf, la expresién (40%) tiene signo positivo y, en su
entorno, el coeficiente de la ecuacién (38’) es negativo.

En el caso mis complejo de equilibrios multiples como el representado en el
grafico 3, nos encontramos con que uno de los estados estacionarios tiene la
propiedad de punto de silla mientras que el otro es localmente inestablel”. Dada la
expresion (40°), si en uno de los equilibrios dicha expresidn es positiva, en el
otro estado estacionario necesariamente sera negativa, aunque de menor valor
absoluto que el término de la expresion (39). Este segundo estado estacionario se
corresponde con un valor de 2 menor y un mayor valor de k. La inestabilidad que lo
caracteriza la podemos deducir del hecho que, en su entorno, la expresién (38")
tiene signo positivo. Ninguna de las trayectorias que pasan cerca de este segundo
estado estacionario, exceptuando la que se sitGa sobre el propio punto de
equilibrio, satisface la condicion de transversalidad, por lo que los valores de las
variables no estin acotados.

estable (»i£0 vi={1,2}), la dindmica en torno al mismo sélo puede responder a uno de
los dos patrones siguientes: dualidad estabilidad/inestabilidad local del tipo senda
de silla, y completa inestabilidad local.

16 Generalmente, cuando se analiza un sistema dinamico compuesto por dos ecuaciones
diferenciales, las funciones determinante, fraza y discriminante de la matriz
jacobiana permiten identificar el tipo de estabilidad dindmica que presenta ¢l
sistema en torno al estado estacionario. En algunos casos particulares el signo del
determinante resulta suficiente.

En nuestro sistema dinimico este determinante se define de la siguiente manera:
DetlJ]] = yt-92 = (35)-(38)-(37")-(36). En consecuencia, para la situacidn
representada en el grafico 2 tenemos DetlJ] = (+4)-(-)-(+) - (+) < 0. Por lo que los
autovalores reales ¥1 y ¥2 son uno positive y el otro negativo.

17 En la situacion representada en el grafico 3 tenemos dos estados estacionarios con
propledades de estabilidad dinamica que sélo pueden corresponder a la senda de silla
0 a la inestabilidad local. En consecuencia, el determinante de la matriz jacobiana
puede tener tanto signo negativo como positivo, Det{]] = (+)-(+)-(+}-(+) = 1. De
ello se deduce que los autovalores ¥1 y ¥z son uno positivo y el ofro negativo en
uno de los estados estacionarios, mientras que son los dos positivos en el otro
estado estacionario.
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La tercera posibilidad es la recogida en el grafico 4, de nuevo con un Unico
equilibrio de estado estacionario. En este caso la expresién de la ecuacién (40°)
tiene signo negativo y el coeficiente de la ecuacién (38’) es positivo. A diferencia
de lo que ocurria en el caso del grafico 3, ahora el valor positivo de la expresion
(38’) no es indicativo de inestabilidad absoluta sino que contribuye a asegurar la
propiedad de punto de sillal®. La razén es que, en el equilibrio, el valor negativo
de la expresion (40") representa un mayor valor absoluto que el valor negativo de la
expresion (39). El punto de silla que aqui se¢ obtiene se caracteriza también porque
las sendas convergentes se orientan en direccidn noroeste-sureste.

En los tres casos analizados, los equilibrios de estado estacionario
relevantes presentan la propiedad del punto de silla con sélo dos trayectorias
optimas que convergen hacia el equilibrio. Ambas satisfacen la condicion de
transversalidad para unas condiciones iniciales cualesquiera. En los tres casos la
convergencia se establece en direccidn noroeste-sureste, pero la posicion y la
pendiente de las trayectorias convergentes en el diagrama de fase dependen de la
forma particular que adopten las distintas funciones del problema. En general, si el
valor inicial de k& es menor que el de equilibrio, lo cual asegura la eficiencia
dindmica, a lo largo de la senda de convergencia dicho valor aumentard mientras que
el valor de A, inicialmente superior al de equilibrio, disminuir.

Las implicaciones dindmicas transicionales que de estos movimientos se
derivan para la tasa de inversién, la tasa de depreciacién y la tasa de utilizacion
del capital, las podemos deducir de nuestros célculos previos en la matriz de (18).
En concreto, a medida que k aumenta encontramos que § disminuye debido al descenso
que experimenta la variable A, mientras que & y u presentan un comportamiento
ambiguo. Ante la disminucién de A la tasa de depreciacién y la tasa de utilizacién
del capital tienden a aumentar; sin embargo, los aumentos de k& provocan
disminuciones en estas variables de tal modo que el efecto neto es incierto. Este
efecto neto depende, en cada caso, de la importancia relativa de las variaciones de
k 'y a, las cuales dependen de la forma que adopte la trayectoria convergente en esta
zona del diagrama de fase. Las otras dos variables relevantes en nuestro modelo son
la produccién per capita y el consumo per capita. La primera se determina de acuerdo
con la funcion y=f(k-u) por lo que, a lo largo de la senda de convergencia, el

18 En la situacién representada en el grafico 4 obtenemos que el determinante de la
matriz jacobiana es negativo, Det[J] = (+)-(+)-(+)-(+) < 0. De ello se deduce que
los autovalores reales ¥1 y w2 son uno positivo y el otro negativo.
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incremento de k provoca un efecto directo positivo sobre la produccién, tan sélo
parcialmente compensado por el efecto indirecto negativo asociado a la reduccidén que
experimenta la tasa de utilizacion u#. Ello es debido a que, de acuerdo con la
ecuacién (23), ay/ek>0. Ademds, la disminuicién de x a lo largo de dicha senda
optima tiene por efecto incrementar la tasa de utilizacién y, con ella, la
produccion. Esto se debe a que, de acuerdo con la ecuacién (24), ay/aa <0. Estos dos
resultados conjuntamente nos permiten anticipar un movimiento ascendente de [a
produccién per capita a lo largo de la rama descendenie de la trayectoria que
converge al equilibrio. Por lo que respecta al consumo per capita, dada la ecuacién
(19) y los resultados de las ecuaciones (21) vy (22), no es posible anticipar de una
manera inequivoca y concluyente qué tipo de evolucién experimentard dicha variable.
Sin embargo, dada la combinacién de un efecto positivo asociado a la disminucién de
A con el efecto ambiguo que aparece asociado al incremento de &, es légico esperar
que, a lo largo de la senda convergente, el consumo per capita aumente.

En el contexto de la discusion precedente, ilustrada con los correspondientes
diagramas de fase, podemos localizar el origen de la indeterminacién que afecta a
algunos de los resultados obienidos!” en el signo de uno de los términos que aparece
en las expresiones (39) y (40). Nos referimos al término mj,, o su equivalente m,,,
que a lo largo de todo el articulo, empezando por la ecuacién (8), hemos supuesto
negativo. Este es uno de los elementos que expresan los supuestos adoptados en
relacion a la funcién de costes de mantenimiento del capital, y cuya modificacién
podria cambiar significativamente la caracterizacion de nuestro sistema dindmico.
Este es, ademis, uno de los supuestos que cuenta con menor soporte empirico, hasta
el momento. As{ pues, en lo que queda analizaremos las propiedades de nuestro
sistema dindmico bajo los supuestos alternativos mj,=m,, =0 y m,,=m,, >0. Para cada
uno de ellos estudiamos la configuracion del equilibrio estacionario asi como su
caracterizacion dinamica, tratando de anticipar la evolucion de las variables
relevantes a lo largo de las trayectorias Optimas.

En el caso en que la segunda derivada cruzada de la funcién m(s,u) es cero,
m,,=m,; =0, el coeficiente correspondiente a la ecuacién (35°) se anula mientras que
el de la ecuacién (36’) se mantiene definido positivo. Consiguientemente, la linea

de fase correspondiente a £k = 0 tiene pendiente nula y se representa por una linea

9 Nos referimos a aquellos resultados concernientes a las pendientes de las lineas
de fase, al numero de estados estacionarios y sus propiedades de estabilidad
dindmica, asi como los que afectan al tipo de comportamiento dinimico transicional
de las variables de control.
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horizontal. Ademds, en el area situada por encima de la linea de fase &k > 0,

mientras que en el area inferior k < 0. Por otra parte, el coeficiente de la
ecuacién (37°) mantiene su  valor positivo, mientras que el coeficiente de Ia
ecuacidn (38’) aparece indeterminado, dependiendo de las coordenadas del punto donde
nos situemos dentro del diagrama de fase. La indeterminacidon del signo de (8+a-i)

tiene implicaciones sobre la pendiente de la linea de fase Ay = 0, la cual se nos
representa también indeterminada. Sin embargo, si evaluamos esta pendiente en los
puntos de equilibrio estacionario donde g+38*i*=g-n>0, entonces comprobamos que
tiene signo invariantemente negativo.

my, My, 7 0
(40n) %% . ) = 11 22 - _ < 0
A=0,k=0 (B-1) - (M my,-my - 177 &%)

El conjunto de estos resultados los hemos representado en el grafico 5. El
equilibrio Unico que se obtiene en este caso tiene las propiedades dinamicas del
punto de silla?0. Las trayectorias convergentes son semejantes, cualitativamente, a
las consideradas en los casos anteriores. Si el valor inicial de k& se encuentra por
debajo del de equilibrio, a lo largo de Ja senda de convergencia dicho valor
aumentara mientras que el valor de 2, situado inicialmente por arriba del de
equilibrio, disminuira.

( Grafico 5)

La dindmica transicional de las variables de control asociada a este supuesto
alternativo sobre la funcién de coste medio de mantenimiento, aparece ahora méas
nitidamente definida que en el caso anterior, puesto que nos encontramos con los
siguientes resultados simplificadores: 88/0k=0, su/aa=0, ay/ea=0. A medida que k
aumenta y A disminuye, la tasa de inversién i disminuye, la tasa de depreciaciéon 5
aumenta, la tasa de utilizacién u disminuye, y tanto la produccidn per capita como
el consumo per capita aumentan.

Finalmente, vamos a considerar ¢l caso en que my=m, >0. En este caso el
coeficiente de la ecuacidn (35°) resulta ser negativo y, junto con el valor

20 En fa situacion representada en el grafico 5 obtenemos que el determinante de la
matriz jacobiana es negativo, Det]lJ] = (0} - (+)-(+)-(+) < 0, y los autovalores reales
¥1 ¥ 72 son uno positivo y el otro negativo.



22

invariantemente positivo del coeficiente de la ecuacidn (36°), determina una

pendiente positiva para la linea de fase & = 0. Dados los signos de estos
coeficientes, en todos los puntos situados por encima y a la izquierda de la linea

de fase k > 0, mientras que por debajo y a la derecha k < 0. Por otra parte,
seguimos teniendo el coeficiente de la ecuacidon (37} definido positivo junto con el
coeficiente de 1a ecuacién (38’) indeterminado, dependiendo del signo de (B+8-i).

Esta indeterminacion se traslada a la pendiente de la linea de fase A = 0. Ahora
bien, si evaluamos esta pendiente en el punto de equilibrio, donde g+8*i*=p-n>0, se
obtiene una pendiente inequivocamente negativa.

. )
ax (my My - Myy D) 174

(401n) < 0

ok 7't=0,l'c=0 B (B-n) - {1y * Myy-My My -y 7K%Y - 7705 omy - £
( Grafico 6)

Estos resultados correspondientes al fercer, y Aultimo, caso los hemos
plasmado en el grafico 6. De nuevo se obtiene un equilibrio Unico con propiedades
dindmicas de punto de silla?l, en el cual las (rayectorias convergentes son
semejantes cualitativamente a las consideradas en los dos casos anteriores. De nuevo
nos encontramos que si el valor inmicial de k& se encuenira por debgjo del de
equilibrio, a lo largo de la senda de convergencia dicho valor aumentard mientras
que el valor de a, situado inicialmente por arriba del de equilibrio, disminuird. En
relacién al comportamiento dindmico transicional de las variables de control se
reproduce el patrén obtenido bajo el supuesto extremo del caso anterior. A medida
que k aumenta y A disminuye, la tasa de inversibn { disminuye, la tasa de
depreciacién & aumenta y la tasa de utilizacidon u disminuye. Estas conclusiones se
obtienen después de comprobar que los resultados 88/8k >0 y au/ax>0, contribuyen a
potenciar los efectos sobre & y u obtenidos en el caso anterior cuando m,;, se
anulaba. No obstante, por lo que respecta a [a variable produccidn per capita las
cosas no aparecen tan nitidas como antes. Ahora, el nuevo resultado gy/sa>0 provoca
un  movimiento compensatorio sobre la produccién, dejando el efecto neto
indeterminado. El consumo per capita aumenta, a lo largo de la senda de
convergencia, de una manera inequivoca.

21 En la situacion represenfada en el grafico 6 obtenemos que el determinante de la
matriz jacobiana es negativo, Det[]] = (-)-(+)-(-+)-(+) < 0. Los autovalores reales
¥1 ¥ 2 son uno positivo y el otro negativo.
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6. Conclusiones

En este articulo proponemos un modelo de crecimiento Optimo con costes de
ajuste asociados a la inversién bruta y costes de mantenimiento del capital. Los
costes de mantenimiento permiten reducir la depreciacién de los bienes de capital.
Nuestra especificacién generaliza el modelo propuesto por Abel y Blanchard (1983) y
proporciona un marco tedrico para el andlisis de dindmica comparativa en un clerto
tipo de modelos de equilibrio general con subutilizacién del capital.

En nuestro modelo la solucién del planificador central se caracteriza porque
en el estado estacionario la tasa de inversidn, la tasa de depreciacién y la tasa de
utilizaciéon del capital se determinan simultdnea y endégenamente. Por fanto, no
existe la posibilidad de resolver por bloques, a partir de una tasa de depreciacion
constante v exogena 5, las ecuaciones que describen el equilibrio econdmico.

Uno de los principales resultados es que en el equilibrio a largo plazo la
economfa no utiliza plenamente el capital instalado. Existe, por tanto, una
subutilizacién optima y eficiente del capital. Un segundo resultado es que, dada la
relacidn que se establece entre la tasa de inversion y la tasa de depreciacion, se
hace necesaria una redefinicion de las tradicionales golden rule y modified golden
rule. Por ello introducimos las que hemos denominado delta golden rule y delta
modified golden rule, con una estructura formal semejante a las del modelo de Ramsey
pero mucho més ricas en contenido. Ademés, los resultados obtenidos nos permiten
caracterizar la situacién de estado estacionario como una situacién dinamicamente
eficiente, v al mismo tiempo aumentar las propiedades del mismo. Ahora nos
encontramos con que pequefias variaciones en los pardmetros correspondientes a las
funciones de costes de ajuste y/o de mantenimiento, pueden provocar diferencias
importantes en la definicion del propio estado estacionario. Desde este punto de
vista, no es preciso suponer grandes desviaciones en cuanto a los comportamientos
demograficos, de preferencias, y tecnolégicos entre los paises para justificar la
necesidad de estudiar la convergencia condicional frente a la absoluta.

El equilibrio tiene estructura de punto de silla, por lo que el sistema
converge hacia el equilibrio a lo largo de su Unica trayectoria Optima dinamicamente
eficiente, con un aumento continuado de k acompafiado de la disminucién de A. En el
corto plazo, bajo el supuesto de que m, es nula o positiva, la tasa de inversion
disminuye, la tasa de depreciacion aumenta y la tasa de utilizacién del capital
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disminuye. En cambio, bajo el supuesto de m,, negativa, la tasa de depreciacion y la
tasa de utilizacion presentan un comportamiento ambiguo. El efecto neto depende, en
cada caso, de la importancia relativa de las variaciones de & y A. Por lo que
respecta a la produccién y el consumo per capifa, en general, ambas aumentan a lo
largo de la trayectoria convergente, aunque esta evolucién se manifiesta de manera
inequivoca sélo en el caso en que se supone m;,=0, mientras que la evolucién del
consumo es incierta bajo el supuesto m,<0, y la de la produccién lo es cuando
my, >0. Podemos concluir, pues, sefialando que a lo largo de la senda de convergencia
¢l capital, la produccién y el consumo per capita presentan correlacién positiva,
mientras que la tasa de inversién aparece inversamente relacionada con las
anteriores. La tasa de depreciacién y la tasa de utilizacién, en cambio, ofrecen un
comportamiento menos definido.

El conjunto de estos resultados ofrecen un marco tedrico para la discusion de
hipotesis alternativas a partir de la evidencia empfrica. Las marcadas diferencias
que ofrece nuestro modelo frente al modelo basico pueden servir de estimulo para la
contrastacién de nuevas hipotesis. Por otra parte, ain cuando hemos formulado un
modelo dinamico absolutamente determinista, ciertas particularizaciones del analisis
que aqui desarroflamos pueden servir de marco teérico para la implementacion
empirica de modelos de crecimiento estocdstico de equilibrio general.
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Gréafico 1.

El estado estacionario de las variables de control.

Grafico 2.
El diagrama de fase (I).
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Grafico 3.
El diagrama de fase (II): los equilibrios multiples.
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Grafico 5.

El diagrama de fase cuando m;,=m,,=0.

Grafico 0.
L] diagrama de fase cuando mp,=m,, >0.
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